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一种求解混合离散优化问题的禁忌微粒群算法
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摘要：微粒群优化（J>B）算法主要用于求解全局连续变量优化问题。利用罚函数处理离散变量，将混合离散优化问
题 75. !（"），;) <) #$（"）"#，$ K $，"，⋯，%，"&

’""’""(
’ ，’ K $，"，⋯，)，") L *#+*，+* K（,*，$，,*，"，⋯，,*，-*），* K $，"，⋯，. 转

化为连续变量优化问题 75. /（"），;) <) "&
’""’""(

’ ，’ K $，"，⋯，)，,*，$"") L *",*，-*，* K $，"⋯，.。为了解决标准 J>B
可能陷入局部最优解而存在早熟收敛的问题，本文构造微粒的邻域结构，利用禁忌搜索（M>）算法具有较强的“爬山”
能力的特点，设计了一种兼具搜索惯性又能在搜索时跳出局部最优解转向解空间的其它区域的禁忌微粒群算法

（M>HJ>B）。求解 N,;:.O(,?P’;测试函数和压力管设计问题的数值实验表明，该算法能较好地跳出局部最优，获得全
局最优解。
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! ! 在工程、军事、国防等很多领域，经常遇到设计
变量只能取离散值的情况。求解包含离散变量优化

问题的典型方法包括分支定界法和对偶问题转换。

也有方法把离散变量转化成连续变量，通过数学规

划找到连续最优解，然后在连续最优解附近取离散

值，或者直接应用整数规划获得最优解。文献［$］
综述了处理离散变量的典型方法。

J>B算法主要是针对连续变量进行搜索，寻找
全局最优解的一个群智能方法［"］。目前，已有研究

把 J>B算法应用到包括离散变量和连续变量的混
合变量问题中［%HI］。这些研究直接将离散变量作为

连续变量进行搜索，然后在最优解附近选定离散值

或者通过舍入法获得离散值。或者使用罚函数将混

合变量问题的离散变量转化为连续变量，并在此基

础上构造可微的增广目标函数，使得增广目标函数

在原问题可行域范围内的离散点的值与原目标函数

的值相等。然后通过求解包含增广目标函数的连续

优化问题，从而获得原混合变量问题的最优解。

为了有效地解决大量的包含离散变量的结构优

化设计问题，本文利用罚函数处理离散变量，然后将

禁忌搜索与微粒群算法相结合设计了求解混合离散

优化问题的禁忌微粒群算法。目前，将禁忌搜索和

微粒群算法相结合，用于求解优化问题的研究还比

较少。文献［R］用结合禁忌搜索和微粒群算法的混

合算法求解连续变量优化问题。文献［E］用结合禁
忌搜索和微粒群算法的混合算法求解离散变量优化

问题。先用罚函数处理离散变量，再用结合禁忌搜

索和微粒群算法的混合算法来求解混合离散优化问

题的文献还尚未见到。

$ 混合离散优化问题
$) $ 混合离散优化问题表述
本文研究的混合离散优化问题可表述为

75. !（"）
;) <) #$（"）" #，$ 0 $，"，⋯，% （$）
"&
’ " "’ " "(

’ ，’ 0 $，"，⋯，)
")1* # +*，+* 0（,*，$，,*，"，⋯，,*，-*），* 0 $，"，⋯，.

（"）
其中 "是由连续变量和离散变量构成的混合变量向
量。"’ 和 ")1* 表示变量向量元素，)和 .分别表示连
续变量和离散变量的个数，2&

’ 和 "(
’ 分别表示连续变

量的下界和上界。（"）式中，+* 是第 * 个离散变量的
离散值集，-*表示离散值的个数，,*，-*是第 *个离散变
量的第 -*个离散值。一般来说，对于每个离散变量可

利用的离散值的个数 -* 可能是不同的。!（"）是所求
问题的目标函数，#$（"）是行为约束，% 表示行为约
束的个数。
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!" # 离散变量的处理
由于$%&是一个主要针对连续变量问题寻优的

方法，所以在本文中采用（’）式，即由 %()* + ,［-］提
出的罚函数来处理离散变量，使所有的离散变量都

可看做连续变量去寻优。

!（!）"$
#

$ "!
[!

# .)*
#!｛!%&’$ ( /)#0（*$，+’! ’ ’*$，+）｝

*$，+’! ( *$，+
’ ]!

（’）
其中 *$，+和 *$，+’!表示离散变量，!

%
&’$是 *$，+和 *$，+’!之

间的连续变量。由罚函数（’）式和行为约束（!）式
构造增广目标函数

1 ,（!）" -（!）’ .!（!）’ /$
0

1 " !
234［/，21（!）］（-）

此处的 .和 /分别是（’）式和行为约束（!）式的罚参
数。当 .充分大、离散值都是等步长移动时，,（!）波
谷之间距离非常接近，近似等于离散值的步长，且在

各个满足行为约束的离散点 *$，+，,（!）的函数值和
原目标函数 -（!）的函数值相等。通过（-）式这种转
换，所有变量都可看作连续变量，从而求解混合离散

优化问题转化为求解下列问题。

2)* ,（!） （0）
." 5" !3

4 " !4 " !5
4 ，4 " !，#，⋯，& （6）

*$，! " !&’$ " *$，+$，$ " !，#，⋯，# （7）
（6）、（7）式中的变量均为连续变量，*$，! 和 *$，+$ 分别

为 !&’$ 的下界和上界。

# 禁忌微粒群算法
#" ! 基本 $%&算法

$%&算法［7］是一种模拟鸟群觅食行为而设计
的群体智能优化算法，由美国的 ,8**89: 博士和
;<8=(3=5博士于 !>>0 年提出。$%& 算法中每个微粒
即为解空间的一个解，它根据自己的飞行经验和同

伴的飞行经验来调整自己的飞行。

假设在一个 6维搜索空间中，由 7898个微粒组
成的种群为 : "（!!，!#，⋯，!7898），其中第 4 个微粒
的位置为 !4 "（!4!，!4#，⋯，!46）

?，其速度为 ;4 "（;4!，
;4#，⋯，;46）

?。微粒 !4 在 6 维空间中将按照（@）、（>）
式来更新微粒的速度和位置，即

;1’!46 " <;146 ’ =! /!（81
46 ( !1

46）’ =# /#（81
26 ( !1

46）（@）
!1’!
46 " !1

46 ’ ;1’!46 （>）
（@）式中，81

46是微粒 !4直到第 1次迭代的最优解，81
26

是在第 1次迭代中整个种群的最优解，=!，=# 为加速
常数，它使每个微粒向 84 和 82 位置加速运动，常取

值为 =! ’ =# " -，/!，/# 为［/，!］区间的随机数，<为

惯性因子，随着迭代过程按（!/）式线性减小。

< " <234 (
<234 ( <2)*

1234
> 1 （!/）

（!/）式中，1234 是迭代的最大次数，<234 和 <2)* 是惯

性因子的最大值和最小值，在实验中通常取 <234 "
/) > 和 <2)* " /) -。
在用 $%&求解问题（0）式的过程中，第 4个微粒

的初始位置 !4 被任意设定，其对应的罚参数 .4 由
（!!）式决定。

.4 " ! ’ !（!4），4 " !，#，⋯，7898 （!!）
（-）式中的罚参数 .为 .4 之间的最小值

. " 2)*｛.!，.#，⋯，.7898｝
同时，在迭代过程中使用（!#）式更新罚参

数［@］。

.1’! " .1 > 84A（! ’ !（81
2）） （!#）

（!#）式中的 81
2 表示第 1 次迭代中整个微粒群的最

优解。此方法主要是为增广目标函数提供多峰性，并

在离散值附近产生极值。

#" # 禁忌搜索
禁忌搜索［>］是 BCDE8=在 !>@6 年提出的一种人

工智能算法，是局部算法的扩展。它的一个重要思想

是标记已得到的局部最优解或求解的过程，并在进

一步的迭代中避开这些局部最优解或过程，以此来

跳出局部最优解。

#" ’ 应用 ?%F$%&求解混合离散优化问题
#" ’" ! ?%F$%& 的设计思想 1 $%& 算法具有全局寻
优、实现简单的优点，但是算法运行过程中易陷入局

部最优而导致早熟，求解准确度不高。为保持群体中

微粒的多样性，扩大搜索空间，避免算法陷入局部最

优导致早熟。本文利用多峰增广目标函数,（!）波谷
之间的距离近似相等的特点构建禁忌表，记录 $%&
算法搜索到的当前最优位置作为禁忌对象。通过结

合禁忌搜索和$%&构建 ?%F$%&算法，在禁忌搜索中
通过 $%&产生新的微粒种群构成邻域解。在搜索过
程中，选择候选解集中未被禁忌或被禁忌但满足特

赦准则的最佳候选解替代当前解进行迭代。禁忌搜

索终止后，以禁忌表中存储的最优微粒作为算法的

最优解输出。

#" ’" # ?%F$%&的算法流程 1 首先对 ?%F$%&算法中
用到的概念进行说明。

定义 !1 邻域解 $%&算法更新过程中，对于某
一个微粒，取和它同代生成的所有其他微粒为其邻

域解。

定义 #1 适应度函数。取经过罚函数处理离散
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变量后构造的增广目标函数 !（"）为适应度函数。
定义 !" 禁忌对象和禁忌表长度。将每次迭代

得到的未被禁忌的最好解放入禁忌表中，作为禁忌

对象。禁忌表长度指禁忌表中禁忌对象的个数。

定义 #" 候选解集。取邻域解中未被选择的微
粒组成候选解集。

定义 $" 特赦准则。如果一个微粒被禁忌，但其
优于禁忌表中对应的禁忌对象，则该微粒满足特赦

准则。

定义 %" 终止准则。当迭代次数大于特定值时，
满足终止准则。

&’()’*算法的流程框图如图 + 所示，算法一般
步骤可描述如下。

图 +" &’()’*算法流程

,-./ +" &01 2345 60789 42 &’()’*

步骤+" 初始化。设定)’*算法的参数（#，$+，$:
等），随机产生初始种群，并对每个微粒的速度和位

置进行初始设定，计算初始种群中每个微粒的适应

度函数值，设定每个微粒的初始历史最优解，求解种

群当前最优解；设定 &’的参数，置禁忌表为空；
步骤 :" 判断 &’ 终止准则是否满足，若是，则

转步骤 ;；否则，转下一步；
步骤 !" 根据进化方程（;）、（<）式更新每个微

粒的速度和位置，重新计算各微粒的适应度函数值，

选择种群中的最优微粒为当前解，更新邻域解和候

选解集，转下一步；

步骤 #" 判断当前解是否被禁，若是，则转下一
步；否则，转步骤 %；
步骤 $" 判断当前解是否满足特赦准则，若是，

转步骤 =；否则选候选解集中的最优解为当前解，返
回步骤 #；
步骤 %" 判断当前解是否优于禁忌表中的某个

禁忌对象，若是，则转下一步；否则，返回步骤 :；
步骤 =" 更新禁忌表，返回步骤 :；
步骤 ;" 输出最优解，结束搜索。

! 数值实验

为验证 &’()’* 算 法 的 优 化 性 能，使 用
>4?1@A846B’?测试函数和压力管设计问题来对算法
进行测试。

!/ + >4?1@A846B’?测试函数
考虑下面的 >4?1@A846B’?测试函数［+C］。该函数

的两个变量 "+和 ":均为离散值，并且以C% $$的步长
移动。

D-@ &（"）’ +CC（": ( ":+）
: )（+ ( "+）

:

?/ 9/ ( C% $$ " "" #% <$
>4?1@A846B’?测试函数的目标函数 &（"）和增

广目标函数 !（"）的图形如图 :所示。该问题的离散
最优解是 "*

4E9 ’（+% %$，:% =$）&，连续最优解是 "+
4E9 ’

（+，+）&。将所有离散值用圆点表示绘制连续最优解
和离散最优解位置关系，如图 ! 所示。这是一个离散
最优解不可能通过连续最优解的舍入法或就近原则

找到的典型问题。

微粒个数设为 $C，搜索的最大迭代次数 ,D7F 设

为 :CC。采用 G7937A 进行编程，用 &’()’* 算法和基
本 )’*算法求解 >4?1@A846B’?测试函数，采用随机
初始种群进行 +CC 次实验，结果见表 + 和表 :。
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图 !" #$%&’()$*+’%函数

,-./ !" #$%&’()$*+’% 01’*2-$’

图 3 连续最优解和离散最优解

,-./ 3" 4-%*)&2& 5’6 *$’2-’1$1% $72-818

表 9" 9:: 次实验结果

;5(/ 9" <252-%2-*5= )&%1=2%

方法 搜索到最优解的次数 时间 > %

?<@ !3 A/ A:3 9

;<B?<@ CD C/ :39 !E

表 !" ?<@和 ;<B?<@算法的统计结果

;5(/ !" <252-%2-*5= )&%1=2% $0 ?<@ 5’6 ;<B?<@ 8&2F$6%

方法 最优值 平均值 最差解 标准偏差

?<@ :/ DCG 9!E 9/ 3!E A G/ E!G 9 9/ :33 9

;<B?<@ :/ DCG 9!E :/ E!G ! 9/ ::: : :/ 99C !

从表 9可见，;<B?<@算法比 ?<@算法计算时间
要多，但是搜索到最优解的几率比?<@算法高。从表

! 可见，两种算法都找到了唯一的最优解，但是
;<B?<@算法所求得的平均值、最差值和标准偏差均
优于 ?<@算法，由此可见 ;<B?<@算法的总体性能优
于 ?<@算法。
3/ ! 压力管设计问题的求解结果
压力管设计问题来自文献［9:］，压力管结构如

图D所示。优化目标是求满足一系列约束条件的D个
设计变量 !"（#9，圆柱形管子的厚度）、!$（#!，半球形

盖子的厚度）、%（#3，圆柱形管子的内径）和 &（#D，圆

柱形管子的长度，不包括两端的盖子），使得包括材

料、焊接、铸造等费用在内的总费用最少。其中，!"和

!$ 均为 :’ :H! E 的整数倍，%和 &是连续变量。
该问题的数学模型描述如下。

8-’ (（#）) :’ H!! D#9#3#D * 9’ AAG 9#!#
!
3 *

3’ 9HH 9#!
9#D * 9C’ GD#!

9#3

%/ 2/ :’ :H! E " #9，#! " CC
9: " #3，#D " !::

+9（#）) , #9 * :’ :9C 3#3 " : （93）
+!（#）) , #! * :’ ::C ED#3 " : （9D）

+3（#）) , !#!
3#D , D!#3

3 - 3 * 9 !CH ::: " :（9E）
+D（#）) #D , !D: " : （9H）

图 D" 压力管设计问题

,-./ D" ?)&%%1)& I&%%&=

利用罚函数构造如（D）式形式的增广目标函数
.（#）。其中，行为约束（93）/（9H）式的罚参数 0设
为 0 ) 9’ : 1 9:G。使用 E:个微粒迭代 E :::次。采用
随机初始种群进行 3: 次实验，最优结果如表 3 的最
后一列所示。

;<B?<@算法与如下算法进行比较，包括遗传自
适应搜索法［99］、扩张拉格朗日乘子法［9:］、分支定界

法［9!］、基于协进化模型的 JK［93］、基于支配选择机
制的JK［9D］、基于协进化 ?<@算法［9E］。表3列出了各
种算法求得的最优解，表 D 则给出了统计结果。
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表 !" 不同算法求解压力管设计问题所得的最优解
#$%& !" ’()*$+,-(. (/ 0,//1+1.2 $34(+,25)- /(+ *+1--6+1 71--13- 01-,4. *+(%31)

设计变量 文献［88］ 文献［89］ 文献［8:］ 文献［8!］ 文献［8;］ 文献［8<］ #=>?=@

!8（"#） 8$ 8:< 9 8$ 8:< 9 9$ A!B < 9$ C8: < 9$ C8: < 9$ C8: < 9$ C8: <

!:（"%） 9$ D:< 9 9$ D:< 9 9$ <99 9 9$ ;!B < 9$ ;!B < 9$ ;!B < 9$ ;!B <

!!（&） ;B$ B99 9 <C$ :A8 9 ;C$ !:A 9 ;9$ !:! A ;:$ 9AB ; ;:$ 9A8 ! ;:$ 9AC ;

!;（’） 88B$ B98 9 ;!$ DA9 9 88:$ DBA 9 :99$ 999 9 8BD$ D<; 8 8BD$ B;D < 8BD$ D!D D

(8（!） ) 9$ :9; ; 9$ 999 9: ) 9$ 99; C ) 9$ 9!; ! ) 9$ 999 9: ) 9$ 999 8 ) 9$ 999 9

(:（!） ) 9$ 8DA A ) 9$ 9DC A ) 9$ 9!C A ) 9$ 9<: C ) 9$ 9!< A ) 9$ 9!< A ) 9$ 9!< CC

(!（!） <;$ ::D 9 ) :8$ ::9 8 ) ! D<:$ CBD C ) :B$ 89< C ) :B$ CCD 8 ) 88D$ !C: B ) 9$ !:B 9

(;（!） ) 8::$ :AA 9 ) 8AD$ !89 9 ) 8:B$ !:8 9 ) ;9$ 999 9 ) D!$ !;D 9 ) D!$ :<! < ) D!$ !D! ;

*（!） C 8:A$ 89! D B 8AC$ 9;: C D ;89$ !C8 8 D :CC$ B;; < D 9<A$ A;D ! D 9D8$ 9BB B D 9<A$ B8; !

表 ;" 不同算法求解压力管设计问题的统计结果
#$%& ;" =2$2,-2,E$3 +1-632- (/ #=>?=@ $.0 (251+ $34(+,25)-

/(+ *+1--6+1 71--13

方法 最优解 平均值 最差值 标准偏差

文献［88］ C 8:A& 89! D F G H F G H F G H

文献［89］ B 8AC& 9;: C F G H F G H F G H

文献［8:］ D ;89& !C8 8 F G H F G H F G H

文献［8!］ D :CC& B;; < D :A!& C;! : D !9C& 8;A B B& ;8! !

文献［8;］ D 9<A& A;D ! D 8BB& :<! ! D ;DA& !:: 9 8!9& A:A B

文献［8<］ D 9D8& 9BB B D 8;B& 8!! : D !D!& C9; 8 CD& ;<; <

#=>?=@ D 9<A& B8; ! D 9D!& 8;C C D :CC& DBB 9 <!& 8CB D

其中，表 ; 中 F G H表示 F(2 H7$,3$%31。
由表 ! 和表 ; 可见，#=>?=@ 算法求得的最优

解、平均值和最差解均优于其他方法的结果。此外，

由表 ; 可见，#=>?=@算法求得的标准偏差仅次于文
献［8!］，说明 #=>?=@ 算法的稳定性较好，而且 #=>
?=@算法求得的最差解比文献［89>8:］求得的最优
解要好。

上述两个问题的数值实验和比较结果表明，#=>
?=@算法具有有效的搜索能力和很好的初值鲁棒
性，即对初始值的依赖性较小。

< 结论
本文用罚函数处理混合离散优化问题中的离散

变量，将原问题转化为目标函数为多峰函数的连续

变量优化问题，然后利用混合 ?=@ 算法求解转换得
到的连续变量问题。针对 ?=@ 算法可能陷入局部
最优而出现早熟的特点，将 #= 算法与 ?=@ 算法相
结合，构造 #=>?=@算法。#=>?=@算法利用 #= 算法
具有的较强“爬山”能力，搜索时能够跳出局部最优

解，转向解空间的其他区域。这样，实现了两种算法

优势互补，提高了微粒种群的多样性和微粒搜索的遍

历性。数值实验结果表明，#=>?=@ 算法能够提高混
合离散优化问题的求解准确度，收敛到全局最优或尽

可能靠近全局最优，是一种比较有效的优化算法。
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