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摘要：通过为白化微分方程是
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的非等间距 I&（$，$）模型选取修正初值 !（#）（%$ ）M !，建立了

白化微分方程为
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的一种新的初值修正非等间距 I&（$，$）模 型，从 而 拓 广 了 非 等 间 距

I&（$，$）模型的形式。然后证明了修正初值为 !（#）（%$）M ! 的新的非等间距 I&（$，$）模型与修正初值为 "!（#）（%$ ）

的非等间距 I&（$，$）模型等价。最后，通过实例验证了该模型的可行性与实用性。这些结论不仅揭示了两种基于

初值修正的非等间距 I&（$，$）模型之间的本质联系，而且为进一步应用非等间距 I&（$，$）模型提供了更大的选择

空间。
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! ! 针对原始数据是非等间距序列的情况，邓聚龙

教授在文献［$］中提出了非等间距 I&（$，$）模型，

从而拓展了灰色模型的形式，使灰色模型得到了更加

广泛的应用。在此基础上，针对非等间距 I&（$，$）

模型存在的问题，许多学者进行了改进和优化，特别

是，文献［"H%］在对原始数据进行一次累加生成时，

将序列的间距作为乘子，给出了非等间距数据一次

累加生成的一个新定义，从而使得建立非等间距

I&（$，$）模型的方法与建立等间距 I&（$，$）模型

方法相同。在文献［"H%］的基础上，文献［J］对时间

响应函数进行了优化，文献［K］采用模糊聚类方法，

通过在原始序列中插入若干序列，从而在新序列上

建立了优化的非等间距 I&（$，$）模型，文献［E］将

累积法引入非等间距 I&（$，$）模型的参数求解当

中，文献［G］针对原始数据递减时，通过对原始数据

进行倒数运算，建立倒数累加非等间距 I&（$，$）模

型，这些改进均得到了模拟和预测精度更高的非等

间距 I&（$，$）模型。文献［*H$%］对非等间距 I&
（$，$）模型的背景值进行了优化，文献［$J］通过定

义非等间距数据的新的一次累加生成，在同时考虑

背景值优化的情况下，得到了一种新的优化非等间

距 I&（$，$）模型。文献［$KH$E］通过修正初值对非

等间距 I&（$，$）模型进行了改进，文献［$GH$*］通

过同时对初值和背景值的改进，优化了非等间距

I&（$，$）模型，进一步提高了模型的模拟和预测精

度。

本文在上述研究基础上，首先，通过为文献［"］中

的非等间距 I&（$，$）模型选取修正初值 !（#）（%$）M
!，建立了一种初值修正的非等间距 I&（$，$）模型。

然后证明了该初值修正非等间距 I&（$，$）模型与

根据文献［$KH$E］中的修正方法 $ 得到的初值修正

非等间距 I&（$，$）模型是等价的，从而揭示了它们

是形式不同但本质相同的两个初值修正非等间距

I&（$，$）模型。最后，通过实例验证了该模型的可

行性 与 实 用 性。这 些 结 论 不 仅 拓 展 了 非 等 间 距

I&（$，$）模型的形式，而且为应用非等间距 I&（$，$）

模型提供了更大的选择空间。

$ 非等间距 I&（$，$）模型建模机理

定义 $［$］! 设序列 &（#） ’（!（#）（%$），!（#）（%"），

⋯，!（#）（%(）），若间距!%) ’ %) * %)*$" ?,.;<，) ’ "，
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!，⋯，!，则称 "（"） 是非等间距序列。

定义 #［#］$ 设序列 "（"） #（$（"）（%%），$（"）（%#），

⋯，$（"）（%!）），其中 $（%）（%&） # #
&

’ # %
$（%）（%’）!%’，& #

%，#，⋯，!，则称 "（%） 为非等间距序列 "（"） 的一次累

加生成序列。

定理 %［#］$ 设 "（"） 为非等间距序列，其一次累

加生成序列为 "（%），则对 "（%） 的白化微分方程
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若规定 ( # %% 时，$（%）（%%）# $（"）（%%），则其响应

函数为

,$（%）（%&）#（$（"）（%%）- +
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还原后模型表达式为
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而参数 * 和 + 由（*，+）( #（.(.）-%.(/ 得到，其中
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# 初值修正的非等间距 *+（%，%）模型

由定理 % 可以看出，非等间距 *+（%，%）模型的

拟合与预测精度不仅取决于参数 * 和 +，而且受到初

值的 影 响，而 定 理 % 中 将 初 值 取 为 $（%）（%%） #
$（"）（%%）并没有理论依据。为此，给初始值一个修正

形式 $（"）（%%）) !，其中 !为待定参数，将该修正初值

代入定理 % 中的响应函数，得到初值修正的时间响

应函数为 ,$（%）（%&）#（$（"）（%%）) ! - +
* ）’ -*（%&-%%） )

+
* ，& # %，#，⋯。

为求出待定参数 !，根据原始序列预测值的误

差在最小二乘意义下最小化原则，设
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于是，笔者得到如下定理。

定理 #$ 设 "（"） 为非等间距序列，其一次累加

生成序列为 "（%），背景值 0（%）（%&） # "1 )$（%）（%&）)
", )$（%）（%&-%），参数 * 和 + 由（*，+）( #（.(.）-%.(/
得到，其中
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则对 "（%） 的白化微分方程
&$（%）（ (）

&( ) *$（%）（ (）# +，

若规定 ( # %% 时，$（%）（%%）# $（"）（%%）) !，则其响应

函数为
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还原后模型表达式为
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! 初值修正非等间距 *+（%，%）模型的

等价模型

$ $ 现将文献［%)-%.］中根据修正方法 % 得到的改

进非等间距 *+（%，%）模型以定理形式给出，并求出
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初值修正中的参数 !，于是得到

定理!［"#!"$］% 设"（&）为非等间距序列，其一次累

加生成序列为 "（"），背景值 #（"）（$%）& &’ #(（"）（$%）)
&’ #(（"）（$%*"），参数 + 和 , 由（+，,）’ &（-’-）*"-’.
得到，其中
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则对 "（"） 的白化微分方程
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若规定 0 & $" 时，(（"）（$"）& !(（&）（$"），则其响应函

数为
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还原后模型表达式为
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下面证明本文定理 ( 中的初值修正非等间距

+,（"，"）模型与由文献［"#-"$］中的修正方法 " 得

到的初值修正非等间距 +,（"，"）模型，即本文中的

定理 ! 等价。

定理 .% 设 "（&） 为非等间距序列，其一次累加

生成序列为 "（"），背景值 #（"）（$%） & &’ #(（"）（$%）)
&/ #(（"）（$%*"），参数 + 和 , 由（+，,）’ &（-’-）*"-’.
得到，其中
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则对于白化微分方程
)(（"）（ 0）

)0 ) +(（"）（ 0）& ,，其修

正初值分别为 (（"）（$"） & (（&）（$）) "，(（"）（$"） &

!(（&）（$"）的两个改进模型等价。

证明 % 要证明两个修正初值非等间距模型等

价，只需证明定理( 和定理! 中的还原后表达式相等

即可。

定理 ( 的还原后表达式为
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考察 两 式 发 现，只 需 证 明 (（&）（$"） ) " &
!(（&）（$"）即可。
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所以，(（&）（$"）) " & !(（&）（$"）。 证毕

. 应用实例

现选择文献［0］中的应用实例来说明本文建立

的初值修正非等间距 +,（"，"）模型的算法。在热处

理试验中，渗碳浓度随着表面的深度变化而变化，下

面是通过实验测得不同深度的碳浓度变化数据（ 见

表 "）。

表 "% 渗碳过程中的含碳量与深度关系

渗碳深度 1 22 &3 ..4 &3 .$$ &3 .04 &3 .4"

浓度 1 5 #$&3 && ##03 #. #!$3 "& #"$3 "&

具体步骤如下。

首先，原始序列为
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!（!） "（#（!）（$"），#（!）（$#），#（!）（$$），#（!）（$%））"
（"% %#，"% $#，"% #!，"% !&）

非等间距序列的间隔为

!$ "（!$#，!$$，!$%）"（!% !"’，!% !"$，!% !"#）

一次累加生成为

!（"） "（#（"）（$"），#（"）（$#），#（"）（$$），#（"）（$%））"
（"% %#，"% %%# %，"% %() !，"% %’" "）

背景值为

&（"） "（ ’（"）（$#），’（"）（$$），’（"）（$%））"
（"% %$" #，"% %(! #，"% %*% *）

其次，由（(，)）+ "（*+*）+"*+,，求出参数 ( " *, )(* *，

) " ""%"$* $。其中 * "
+ "%%$" # "
+ "%%(! # "
+ "%
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第三，求 出 修 正 初 值 中 的 待 定 参 数 ! "
+ !% !!! "(

第四，还原后模型表达式为

-#（!）（$./"）" "
!$./"

（" + -(!$./"）（#（!）（$"）/

! + )
( ）- +(（$./"+$"） "

+ !% #!% $ 0 "
!$./"

（" + -(!$./"）- +(（$./"+$"）

于是原始数据模拟值为
-!（!） "（ -#（!）（$"），-#（!）（$#），-#（!）（$$），-#（!）（$%））"

（"% %#! !，"% $## #，"% "&# ’，"% !&% ’）

现将本文所得原始数据模拟值与文献［’］中得

到的原始数据模拟值一起列入表 #，并对它们的模

拟误差进行比对。

表 #. 模型的模拟误差对比表

序号 原始数据

模拟值

-#（!）（$.）

文［’］模型 本文模型

残差

"（$） " #（!）（$）+ -#（!）（$）

文［’］模型 本文模型

相对误差 1 2

!$ "
"（$）

#（!）（$）

文［’］模型 本文模型

" "% %# "% %#! ! "% %#! ! ! ! ! !

# "% $# "% $%! % "% $## # !% !#! % !% !!# # "% (( !% "’

$ "% #! "% "&’ ! "% "&# ’ !% !!$ ! !% !!’ $ !% #( !% *"

"% !& "% !)& " "% !&% ’ !% !!! & !% !!% ’ !% !) !% %$

. . 显然，由表 # 可知，本文中的初值修正非等间距

/0（"，"）模型具有极高的模拟精度，其平均相对误

差为 !1 $!2 ，高于文献［’］的平均相对误差 !1 %’2 。

( 结论

"）本文通过为非等间距 /0（"，"）模型选取修

正初值 #（!）（$"）3 !，建立了一种初值修正的非等间

距 /0（"，"）模型，从而拓展了非等间距 /0（"，"）

模型的形式。

#）证 明 了 本 文 建 立 的 初 值 修 正 非 等 间 距

/0（"，"）模型与文献［"(4"*］中建立的一个初值修

正非等间距 /0（"，"）模型是等价的。由于文献

［"(4"*］中初值修正模型的预测和模拟精度较高，故

与之等价的本文中的初值修正模型也同样具有较高

预测和模拟精度。

$）最后，通过实例验证了该模型的可行性与实

用性。

%）本文揭示了形式不同的两个初值修正非等

间距 /0（"，"）模型之间的本质联系，其结果对继续

研究非等间距 /0（"，"）模型具有一定的理论和现

实意义。
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