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二值命题逻辑中的蕴涵度量与近似推理
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摘要：在二值命题逻辑系统中引入公式的真度、条件真度和蕴涵真度概念，为二值命题逻辑系统的程度化研究和近

似推理提供了数值化工具。为了讨论基于真度、条件真度和蕴涵真度的近似推理模式的关系问题，以真度概念为基

础，在二值命题逻辑系统中引入蕴涵度量概念，并通过蕴涵度量的真度表示式，给出了与有限理论相关的分别基于

真度、条件真度和蕴涵真度的伪距离的蕴涵度量表示式，证明了分别基于真度、条件真度和蕴涵真度的近似推理问

题可以转化为基于蕴涵度量的近似推理讨论，并给出了蕴涵度量在近似推理中的应用，为二值命题逻辑系统的基于

不同真度的近似推理研究提供数值化方法。
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! ! 在二值命题逻辑系统中，文献［D!G］提出了以数值计算为主要特征的命题公式的真度概念，并以真度为

基础定义了公式的相似度和伪距离，建立了逻辑度量空间，从而为二值命题逻辑系统的程度化研究和近似推

理理论构建了一种带度量的理论框架。文献［I］基于条件概率的思想，利用真度在二值命题逻辑系统中引入

了条件真度的概念，刻画了公式在信息 ! 下的真确度，即公式的条件真度，初步讨论了基于条件真度的近似

推理问题。文献［*］基于蕴涵运算引入了 ! 蕴涵真度概念。为了讨论基于真度、条件真度和蕴涵真度的近似

推理模式的关系，本文以真度概念为基础，在二值命题逻辑系统中引入蕴涵度量概念，并通过蕴涵度量的真

度表示式，给出了与有限理论相关的分别基于真度、条件真度和蕴涵真度的伪距离的蕴涵度量表示式，证明

了分别基于真度、条件真度和蕴涵真度的近似推理问题可以转化为基于蕴涵度量的近似推理讨论，并给出了

蕴涵度量在近似推理中的应用，为二值命题逻辑系统的基于不同真度的近似推理研究提供数值化方法。

D 公式的蕴涵度量

设 "D，""，⋯，"# 为 # 个互异的命题变元，$ % ｛"D，""，⋯，"#｝，&（$）表示 $ 上的命题公式全体。

定义 D［+!G］! 设 ’" &（ (），#’：｛#，D｝# $｛#，D｝是 ’ 诱导的 J,,(: 函数。称 "（’）% D
"#
#’)D（D） 为 ’ 的

真度。

由于#’)D（D）为公式 ’ 的成真赋值集，本文将#’)D（D）记为 *（’），显然有 *（’ % +）% *（’）& *（+），

*（’’ +）% *（’）( *（+）。关于公式在基本逻辑运算下的真度关系有下列结果。

引理 D［+!G］! 设 ’，+" &（$），则有下列基本真度等式：D）"（, ’）% D ) "（’）；"）"（’’ +）% "（’）-
"（+）) "（’% +）；+）"（’$ +）% "（’% +）) "（’）- D。

引理 "! 设 ’，+，." &（$），则 "（’$ +）- "（+$ .）) D - "（’$ .）。

证明 ! 由引理 D 的结论 +），得 "（’$ +）- "（+$ .）% " - "（’% +）- "（+% .）) "（’）) "（+）。

由 "（’% +）% "（’% +% .）- "（’% +% , .），"（+）% "（+% .）- "（+% , .），故

"（’$ +）- "（+$ .）% D -［D - "（’% +% .）) "（’）］-［"（’% +% , .）) "（+% , .）］

而 D - "（’% +% .）) "（’）) D - "（’% .）) "（’）% "（’$ .），"（’% +% , .）) "（+% , .）) #，
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故 !（!$ "）# !（"$ $）) ! # !（!$ $），即结论成立。 证毕

定义 "# 设 !，"" %（&），称 ’（!，"）( ! ) !（!$ "）为公式 ! 到 " 的蕴涵度量。

定理 !# 设 !，"，$" %（&），则 ’（!，"）# ’（"，$）* ’（!，$）。

证明 # 由引理 " 得

’（!，"）# ’（"，$）( " )［!（!$ "）# !（"$ $）］* ! ) !（!$ $）( ’（!，$） 证毕

一般地 ’（!，"）+ ’（"，!），即蕴涵度量是%（&）上的非对称逻辑度量。由真度运算得 ’（!，"）( !（!）)
!（!% "），’（!，!）( $ 以及 "（!，"）( ’（!，"）# ’（"，!），且 !，" 逻辑等价当且仅当 ’（!，"）( $。进一步

由真度计算可得下列结果。

定理 "# 设 !，"，$" %（&），则 !）’（!，"’ $）( ’（!，"）# ’（!，$）) ’（!，"% $）；"）’（!’ "，$）(
’（!，$）# ’（"，$）) ’（!% "，$）；%）’（!，"）# ’（!，* "）( !（!）；&）’（!，"）# ’（* !，"）( ! ) !（"）。

设 # ( ｛!!，⋯，!+｝为 %（&）中的有限理论，记 ,（#）为 #- 结论集，$# ( !! %⋯% !+。下面给出相关

蕴涵度量的真度表示式。

定义 %# 设# (｛!!，⋯，!+｝,%（&），!"%（&）。称 ’（,（#），!）( ’()｛’（"，!） "",（#）｝为,（#）

到公式 ! 的蕴涵度量。

引理 %［*，+］# 设 # ( ｛!!，⋯，!+｝, %（&），!" %（&），则

,-.｛!（"$ !） "" ,（#）｝( ! # !（$# % !）) !（$#）

定理 %# 设 # ( ｛!!，⋯，!+｝, %（&），!" %（&），则 ’（,（#），!）( !（$#）) !（$# % !）。

证明 # 由引理 % 得 ’（,（#），!）( ’()｛! ) !（"$ !） "" ,（#）｝( ! ) ,-.｛!（"$ !） "" ,（#）｝(
!（$#）) !（$# % !），故结论成立。 证毕

由定理 % 可知，公式 ! 到 " 的蕴涵度量 ’（!，"） ( ’（,（｛!｝），"）。进一步，通过真度计算并注意到

’（,（#），$
—

）( !（$#），’（,（#），!
—

）( $ 可得下列结果。

定理 &# 设# (｛!!，⋯，!+｝,%（&），!，""%（&），则!）’（,（#），!’"）( ’（,（#），!）# ’（,（#），"）)
’（,（#），!’ "）；"）’（,（#），* !）( !（$#）) ’（,（#），!）；%）’（,（#），! $ "）( ’（,（#），! % "）)
’（,（#），!）。

文献［/，0］在二值命题逻辑系统中利用真度分别引入了公式的条件真度和蕴涵真度概念。

定义 &［/］# 设 # ( ｛!!，⋯，!+｝为 %（&）中的有限理论，! " %（&），令 !（$#） . $。称 !（! #） (
!（$# % !）

!（$#）
为公式 ! 在信息 # 下的条件真度。

定义 /［0］# 设 # ( ｛!!，⋯，!+｝是 %（&）中的有限理论，!" %（&）。称 !#（!）( !（$#$ !）为公式 ! 的

# 蕴涵真度。

进一步，文献［/］基于条件真度给出了 %（&）中的一种伪距离 "#（!，"） ( ! ) !（（! $ "）%（" $
!） #），这里 # 为 %（&）中的有限理论且 !（$#）. $。文献［0］基于蕴涵真度给出了 %（&）的另一种伪距离

"（#；!，"）( ! ) !#（（!$ "）%（"$ !）），并且计算真度可得

"#（!，"）( !
!（$#）

"（$# % !，$# % "），"（#；!，"）( "（$# % !，$# % "）

因此令"（!，,（$））( ’()｛"（!，"） "",（$）｝，"#（!，,（$））( ’()｛"#（!，"） "",（$）｝以及 "（#；!，,（$））(
’()｛"（#；!，" "" ,（$）｝，则 ! 到 ,（$）的上述 % 种伪距离可用蕴涵度量表示如下。

定理 /# 设 # ( ｛!!，⋯，!+｝，$ ( ｛"!，⋯，"/｝, %（&），!" %（&），则 !）"（!，,（#））( ’（,（#），!）；

"）"（#；!，,（$））( ’（,（#( $），!）；%）当 !（$#）. $ 时，"#（!，,（$））( !
!（$#）

’（,（#( $），!）。

证明 # 由文献［*］及定理 % 得 "（!，,（#））( !（$#）) !（$#% !）( ’（,（#），!），故结论 !）成立。又

由 "（#；!，,（$））( ’()｛"（$# % !，$# % "） "" ,（$）｝(
’()｛"（$# % !，"） "" ,（#( $）｝( "（$# % !，,（#( $））

由定理 % 以及 $#($ ( $# % $$ 知
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!（!" % "，#（"( #））$ $（!"(#）% $（!"(# % !" % "）$
$（!"(#）% $（!"(# % "）$ !（"，#（"( #））

故由结论 !）得结论 "）成立。同理

!"（"，#（#））$ #$% !
$（!"）

!（!" % "，!" % &） &" #（#{ }） $

!
$（!"）

#$%｛!（!" % "，&） &"#（"( #）｝$ !
$（!"）

!（!" % "，#（"( #））$ !
$（!"）

!（"，#（"( #））

故由结论 !）得结论 &）成立。 证毕

" 蕴涵度量在近似推理中的应用

定义 ’［&’(］) 设 ", (（)），"" (（)），% * *。若 !（"，#（"））) %，则称 " 为 " 的误差不大于 % 的结论，

记为 "" #%（"）。

定义 +［,］) 设 "，#, (（)），"" (（)），% * *。若 !#（"，#（"））) %，则称 " 为 " 的在信息 # 下的误差

不大于 % 的结论，记为 "" ##，%（"）。

定义 -) 设 ", (（)），"" (（)），% * *。若 +（#（"），"）) %，则称 " 为 " 的基于蕴涵度量的误差不大

于 % 的结论，记为 "" #+，%（"）。

文献［’］基于蕴涵真度提出了 & 类近似推理模式 #!
#，%（"），#"

#，%（"）和 #&
#，%（"），并证明了它们的等价

性。本文将上述三类近似推理模式统一记为 #%（#；"），则由定理 , 可得下列结论。

定理 ’) 设 " $ ｛"!，⋯，",｝，# $ ｛&!，⋯，&-｝, (（)），"" (（)），% * *，则 !）"" #%（"）当且仅当

"" #+，%（"）；"）"" #%（#；"）当且仅当 "" #+，%（"( #）；&）当 $（!#）* * 时，"" #"，%（#）当且仅当 "
" #+，%$（!#）（"( #）。

由定理 ’ 可知，上述分别基于真度、条件真度、蕴涵真度和蕴涵度量的 ( 类近似推理模式可以相互转化。

因此可将基于真度、条件真度和蕴涵真度的近似推理问题纳入基于蕴涵度量的近似推理研究中。

定理 +) 设 " $ ｛"!，⋯，",｝, (（)），%! * *，%" * *，"，&" (（)）且 "" #+，%!（"），&" #+，%"（"），令

% $ .#$｛%!，%"｝，则 "’ &" #+，%（"）。

证明 ) 由定理 & 知 +（#（"），" ’ &） $ $（!"）% $（!" %（" ’ &）） $ $（!"）% $（（!" % "）’
（!" % &））) .#$｛+（#（"），"），+（#（"），&）｝。由 条 件 知 +（#（"），"）) %!，+（#（"），&）) %"，从 而

+（#（"），"’ &）) .#$｛%!，%"｝$ %，即结论成立。 证毕

定理 -) 设" $｛"!，⋯，",｝,(（)），%! * *，%" * *，"，&"(（)）且 ""#+，%!（"），"$&"#+，%"（"），

则 &" #+，%!.%"（"）。

证明 ) 由定理 & 并计算真度可得

+（#（"），"$ &）$ $（!"）% $（!" %（"$ &））$ ! % $（（!" % "）$ &）$
+（#（"），&）% +（#（"），"）%［$（!" % "）% $（!" %（"’ &））］

故由 $（!" % "）% $（!" %（"’ &））) * 以及 +（#（"），"）) %!，+（#（"），"$ &）) %" 得

+（#（"），&）) +（#（"），"）. +（#（"），"$ &）) %! . %"

即 &" #+，%!.%"（"）。

定理 /) 设 " $ ｛"!，⋯，",｝, (（)），%! * *，%" * *，"，&" (（)）且 "" #+，%!（"），+（"，&）) %"，则

&" #+，%!.%"（"）。

证明 ) 由定理 & 得 +（#（"），&）$ +（#（"），"）.［$（!" % "）% $（!" % &）］。而由引理 " 得

$（!" % "）% $（!" % &）$ $（!" $ "）% $（!" $ &）) ! % $（"$ &）$ +（"，&）

故 +（#（"），&）) +（#（"），"）. +（"，&），从而由条件得结论成立。 证毕

定理!*) 设" $｛"!，⋯，",｝，# $｛&!，⋯，&-｝, (（)），%! * *，%" * *，"" (（)）且 +（!#，!"）) %!，

"" #+，%"（"），则 "" #+，%!.%"（#）。
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证明 ! 由定理 " 和引理 # 得

!（"（!），#）$ $ % "（&! $ #）以及 "（&! $ &#）’ "（&# $ #）) $ ’ "（&! $ #）

故 !（"（!），#）)［$ % "（&! $ &#）］’［$ % "（&# $ #）］$ !（&!，&#）’ !（"（#），#）

从而由条件得结论成立。 证毕
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