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摘要：I/J(/K在 D$G"年提出的粗糙（L,’32）集是基于等价关系的理论，粗糙集的发展推动了人们对等价关系的研
究。等价关系上的信息熵具有最为简单、规范的性质。本文研究基于等价关系上的信息熵及概率分配函数，讨论基

于等价关系上的信息熵的基本性质，为等价关系的信息熵的各种应用提供理论基础，比如等价关系的信息熵在信息

系统的约简方面可能发挥重要作用。文章主要从两方面进行论证：!等价关系的粗细对信息熵的影响，这点通过 G
个命题来说明；"等价关系与证据理论之间的联系。证据理论主要是通过概率分配函数、信任函数及似然函数来表
述，从某种意义上说粗集理论继承和发展了证据理论。另外，本文的讨论均在有限论域 ! M｛"D，""，⋯，" ! ｝上进

行，用具体的例子来说明抽象的数学命题，使之更容易理解。
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! ! 熵是 DG*P 年由 1(/’;5’; 最先提出，并用来量度
热力学过程不可逆程度的；随后 Q,(<R7/..说明了熵
的统计意义，把熵作为物质系统内部无序程度的量

度。D$HG 年 >2/..,.把熵的概念引入信息论中，作
为随机事件不确定性的量度。I/J(/K［D］在 D$G" 年
给出了粗糙（L,’32）集的概念后，人们发现它在数
据挖掘和知识发现中的许多应用，因此近年来该理

论及其应用得到迅速发展［"F*］。由于等价关系是粗

糙集理论赖以建立的基础，等价关系的研究得到空

前的深入。例如在信息表的约简方面，由于信息表

的每个属性对应于一个等价关系，因此信息表的约

简实际上就是除去冗余的等价关系及等价类的约

简。为此，人们想出了各种各样的方法，除常用的集

合论方法外，还把 >2/..,. 定义的概率信息熵［%］的
方法搬到等价关系上［GF$］，使得信息表的约简与相应

的等价关系的信息熵发生密切联系［D#FDD］。等价关

系的信息熵在科学技术的许多方面都有重要应用。

例如，最近人们把信息熵的方法应用于计算机的入

侵检测（ C.<-’;5,. S:<:?<5,.）［D"］，用信息熵来衡量或
发现审计数据的规律性。本文主要研究等价关系的

信息熵的基本性质，为等价关系的信息熵的各种应

用提供理论基础，比如等价关系的信息熵在信息系

统的约简方面可能发挥重要作用。

本文的讨论均在有限论域 ! # ｛"D，""，⋯，

" ! ｝上进行，若 $为 !上的等价关系，$确定了 !

的一个划分，划分的结果称为商空间（或称商集），

记为 ! % $ #｛&D，&"，⋯，&’｝，借助 >2/..,. 定义的
概率信息熵，!上的等价关系 $的信息熵定义为

(!（$）# )"
’

* # D
+（&*）(,3（+（&*））

其中 ,（&）# &* % !
这里对数的底数一般取为 "（也可以是其它大

于D的数，其中自然对数的底数 :对数学处理较为方
便），当底数取为 " 时，信息熵的单位为比特（T5<:），
与概率的信息熵一样，等价关系信息熵的最大值为

(,3 ! （对应于恒等关系），最小值为 #（对应于全
关系）。由于等价关系确定的分类给出后概率计算

简单，等价关系的信息熵较概率的信息熵直观，计算

也相对简单。

D 等价关系的粗细对信息熵的影响
等价关系的粗细指的是等价关系的包含。设 ,，

-为 !上的两个等价关系，如果 ,# -，则称 ,较 -
细或称 -较 ,粗，若 ,较 -细，则 ,相应的分类是 -
的分类的细化，即可以理解为按分类标准 , 的分类
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结果是按分类标准 ! 的分类结果的进一步细分。若
有一个等价关系的序列 "! $ "" $⋯$ "#，其分类

的谱系图恰好是一棵 # 层树，所有的叶节点构成集
合 $。容易看出有以下结果。
命题 "# 设 "，!为 $上的两个等价关系，如果

"$ !，则 %$（!）& %$（"）。
证明 # 设 $ ’ ! (｛)"，)$，⋯，)#｝，因为 "相应

的分类是 !的分类的细化，即 " 的分类可以理解为
!的类逐步细分，而每次细分都是把 ! 的某个类细
分为两个类，因此，为简单起见，可设 * % + ( )"，

*& + ( ’，且$ ’ " (｛*，+，)$，⋯，)#｝，注意到当

! & ,，- & " 时，有
（, . -）%&’（, . -）/ ,%&’, . -%&’-

%$（!）0 %$（"）( 0 1（)"）%&’（1（)"））.
1（*）%&’（1（*））. 1（+）%&’（1（+））& !
即 %$（!）& %$（"） 证毕

命题 " 说明，划分越细，相应的熵越大。这对于
入侵检测的异常检测方法而言，一个审计数据集中

的每一个记录都代表一个类，熵越小，不同记录的个

数就越少，审计数据就越具有规律性，因此利用熵值

较小的数据集建立的异常检测模型具有较好的检测

性能。

理论上，()*++&+ 在讨论信息熵的过程中，较多
使用函数 0 ,%&’（,）在区间上（!，,）的上凸性，因
为信息熵的许多性质都依赖于函数 0 ,%&’（,）的性
质。()*++&+的条件信息熵也可以搬到两个等价关
系上，用于研究两个等价关系之间的相互作用，设

"、!为 $ 上的两个等价关系，$ ’ " ( ｛)"，)$，⋯，

)#｝，$ ’ ! (｛2"，2$，⋯，23｝，条件信息熵定义为

%$（! "）( 0"
#

4 ("
1（)4）"

3

5 ("
1（25 )4）%&’（1（25 )4））

其中 1（25 )4）( 25 & )4 ’ )4 。

对于入侵检测的异常检测来说，通常使用一个

训练数据集来建立模型，并将建立的模型应用于测

试数据集，条件熵可以反映训练集与测试集之间的

差异。

需要注意的是，若 "为 $上的等价关系，相应的
商空间为 $ ’ " (｛)"，)$，⋯，)#｝，则 !在 )4 上的限

制是也 )4 上的等价关系，从而确定 )4 的分类，商空

间为 )4 ’ ! (｛)4 & 2"，)4 & 2$，⋯，)4 & 23｝（可能

有某些 )4 & 25 ( ’），从条件信息熵的定义容易看
出，条件信息熵 %$（! "）实际上是 )4 上的信息熵

%)（!）的加权算术平均值。即有

%$（! "）( "
#

4 ( "
1（)4）%)4（!）

条件信息熵有以下基本性质：

命题 $［-］# 设 "，!为 $上的两个等价关系，则
%$（! "）. %$（"）( %$（"& !）。
命题 .# 设 "，!，6均为 $上的等价关系，如果

"$ !，则 %$（! 6）& %$（" 6）。
证明 # 由命题 " 及条件信息熵定义即得。证毕
命题 /# 设 "，! 为 $ 上的两个等价关系，则

%$（! "）( ! 当且仅当 "# !。
证明 # 只需注意到 %$（! "） ( ! 当且仅当

%)4（!）( !，即按照 !的标准，)4（ 4 ( "，$，⋯，#）只
能分为一类，!为 )4 上的全关系，这样 "较 !细，因
此 "# !。 证毕

命题 0# 设 "，! 为 $ 上的两个等价关系，则
%$（! "）( %$（!）。
证明 # 利用函数 0 ,%&’（,）在区间（!，,）上的

上凸性，见文献［-］。 证毕

一个很自然的问题是，如果 "，!为 $上的两个
等价关系，且 " $ !，是否一定有 %$（! "） &
%$（!）？笔者给出否定的答案，见下例：设 ( ｛"，$，
.，/｝，$ ’ " (｛｛"，$｝，｛.，/｝｝，$ ’ ! (｛｛"，.｝，｛$，
/｝｝，则 %$（! "）( %$（!）。
那么何时有 %$（! "）( %$（!）？一般地，有如

下命题。

命题 1# 设 "，!为 $上的两个等价关系，$’ " (
｛)"，)$，⋯，)#｝，$ ’ ! ( ｛2"，2$，⋯，23｝，若 )4 &
25 ’ $ (（ )4 ’ $ ）（ 25 ’ $ ），（ 4 ( "，
$，⋯，#，5 ( "，$，⋯，3）则 %$（"& !）( %$（"）.
%$（!）及 %$（! "）( %$（!）。
证明 # 这时只需注意 $ ’（" & !） ( ｛)4 &

25 " ( 4 ( #，" ( 5 ( 3｝及 1（)4 & 25） (
1（)4）1（25），即得 %$（"& !）( %$（"）. %$（!），
再由命题 $ 得另一等式。 证毕

命题 -# 设 "，!，6均为 $上的等价关系，如果
"# !，则 %$（6 !）) %$（6 "）。
证明 # 因为加细可以逐步实现，为简单起见，

可设 $ ’ ! (｛)"，)$，⋯，)#｝，$ ’ " ( ｛*，+，)$，⋯，

)#｝且 *% + ( )"，*& + ( ’，$ ’ 6 (｛2"，2$，⋯，

23｝，由条件信息熵的定义及命题 . 有
%$（6 !）0 %$（6 "）(

1（)"）%)"
（6）0 1（*）%*（6）0 1（+）%+（6）(
)"

$ （%)"
（6）0 %)"

（6 "））) ! 证毕
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命题 !表明，若 !不变，"较 #细，则相应的条件
信息熵 $%（! "）较 $%（! #）小，下面笔者给出一
个例子说明存在"，#，且"确较#细，但$%（! "）&
$%（! #）。
设 % & ｛"，#，$，%，&｝，% ’ " & ｛｛"，#｝，｛$，%｝，

｛&｝｝，% ’ # &｛｛"，#，$，%｝，｛&｝｝及 % ’ ! &｛｛"，$，
&｝，｛#，%｝｝则 $%（! "）& $%（! #）。
命题 ’( 设 "，#，!均为 %上的等价关系，如果

" # #，则 $%（"） ( $%（#）) $%（" !） (
$%（# !）。
证明 ( 由 命题 #，$%（ ! "）) $%（ "）&

$%（"& #）& $%（" !）) $%* 及 $%（! #） )
$%（#）& $%（# !）) $%* ，两式相减并注意到命
题 ) 知命题 ’ 成立。 证毕

# 等价关系与证据理论的关系
证据 理 论（*+,-./ -0 ,123,45,） 首 先 由

6,789:,.提出，并由 ;+<0,. 进一步完善［"$］，可以用
来处理由不知道引起的不确定性问题的理论模型，

产生于上世纪 )= 年代，它是概率论的进一步扩充，
证据理论主要是通过概率分配函数、信任函数及似

然函数来表述的，由莫比乌斯（>-?2@9）变换知道
概率分配函数*、信任函数+,-及似然函数"- $者之
间可以相互唯一确定，容易看出它们与粗集的等价

类、下近似及上近似有极为类似的关系，从某种意义

上说粗集理论继承和发展了证据理论。

设%为有限论域，幂集"（%）到区间［=，"］的满

足 *（’）& =及"
.#%

*（.）& "的函数*称为 "（%）

上的概率分配函数，设 !为 %上的等价关系，!确定
的商集为 % ’ !，定义

*（/）& / ’ % ，/+ % ’ !
=，/,{ % ’ !

容易验证 *是 "（%）上的一个概率分配函数，
这样%上的每个等价关系按照上述方法对应%上的
一个概率分配函数 *，设 "，#为 %上的两个等价关
系，且% ’ " &｛/"，/#，⋯，/0｝及% ’ # &｛1"，1#，⋯，

1*｝，若 "对应的概率分配函数为 *"，#对应的概率
分配函数为 *#，% ’（" & #）对应的概率分配函数
为 *，很自然的问题是概率分配函数 *与 *"，*# 的

关系如何？

命题 A( 设 "，#为%上的两个等价关系，%’ " &
｛/"，/#，⋯，/0｝，%’ # &｛1"，1#，⋯，1*｝，设 " 对应的
概率分配函数为*"，#对应的概率分配函数为*#，若满

足 /2&13 ’ % &（ /2 ’ % ）（ 13 ’ % ），
（2 & "，#，⋯，0，3 & "，#，⋯，*），则%’（"&#）对应的概
率分配函数 *为 *" 与 *# 的正交和 *" - *#。

证明 ( 按照概率分配函数正交和的定义，（*" -

*#）（.）& 4(" "
/2&13 & .

*"（/2）*#（13），由于

/2 & 13 ’ % &（ /2 ’ % ）（ 13 ’ % ）
因此 /2 & 13 .’，故

4 & "
/2&13.’

*"（/2）*#（13）&"
0

2 &"
*"（/2）"

*

3 &"
*#（13）&

"
0

2 & "
（ /2 ’ % ）"

*

3 & "
（ 13 ’ % ）& "

再次利用 /2&13 ’ % &（ /2 ’ % ）（ 13 ’ % ），

得到（*" - *#）（.）& "
/2&13 & .

*"（/2）*#（13）&

/2 & 13 ’ % 当 . & /2 & 13

=，{
其他

即% ’（"&#）对应的概率分配函数*为*"与*#的

正交和 *" - *#。 证毕

/2&13 ’ % &（ /2 ’ % ）（ 13 ’ % ）
是一个很苛刻的条件，因此对于一般的等价关系"，
#来说 * & *" - *# 不成立。

信息熵可以用于信息表的研究，信息表可以抽

象为四元组 5 &〈%，.，6，7〉，其中 %是论域，.是属
性集合，6是属性值的集合，7是信息函数；信息表可
以区分为无决策信息表和有决策信息表，在信息表

中若 . & 8% 9，8是条件属性集合，9是决策属性
集合，则称信息表 5 &〈%，8% 9，6，7〉为决策表。
设 "为%上的一族等价关系，记 20:（"）&&

;+"
;，

则 ; + " 是 " 中的冗余知识当且仅当 20:（"） &
20:（" (｛;｝），它用条件信息熵来表述为命题 "=。
命题 "=( 设 5 &〈%，.，6，7〉为信息表，;+ .，

则下列 $ 款等价：
"）;是 .的冗余属性；
#）$%（ 20:（.））& $%（ 20:（. (｛;｝））；
$）$%（ ; 20:（. (｛;｝））& =。
证明 ( ; + . 是 . 中的冗余属性当且仅当

20:（.） & 20:（. ( ｛;｝），即有 $%（ 20:（.）） &
$%（ 20:（. (｛;｝）），及 ;/ 20:（. (｛;｝），由命题 %
即得 $%（ ; 20:（. (｛;｝））& =。
命题 "= 中 #）说明，冗余属性不能提供任何信

息。若 5 &〈%，8%9，6，7〉为决策表，决策表是否一
致取决于是否有 20:（8）# 20:（9），用条件信息熵
来表述就是看 $%（ 20:（8） 20:（9））是否为零。对
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于一致决策表有类似于命题 !" 的结论。

# 结论
由于粗糙集理论在数据挖掘方面的应用而倍受

关注，粗糙集理论的应用研究得到了长足发展。把

信息熵用于粗糙集的研究，因而定义了等价关系上

的信息熵。约简是粗糙集用于数据分析的重要概

念。在大数据集下约简的有效计算问题是粗糙集应

用于实际系统时必然面临的问题。为解决这些问

题，现在许多的研究工作集中在寻求有效的约简算

法和对经典粗糙集理论的扩展上。有许多文献讨论

了概率的信息熵，而本文阐述了等价关系的粗细对

信息熵的影响，笔者所讨论的基于等价关系的信息

熵比概率的信息熵更直观，并能在信息系统的约简

方面发挥重要作用。同时通过对等价关系与证据理

论之间的关系研究，笔者对 $%&’%( 粗糙集有了更深
入的理解。另外，本文用具体的例子来说明抽象的

数学命题，使之更容易理解。
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