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简谐振子波函数的代数解及 G:-75<: 多项式的递推
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摘要：简谐振子模型是量子力学中极其简单又重要的模型，其物理思想在其他相关的学科中都有着广泛的应用，通

过多种途径去深入理解简谐振子模型，对理解量子力学的实质和运用量子力学作为工具去研究微观物理模型都有

重要的意义；另一方面在实际工作中应用代数方法去求解力学量的本征值和波函数是研究量子力学的主要手段。

以简谐振子为例，运用代数方法，先给出一维简谐振子的波函数，从而推广到多维简谐振子，并结合相应算符的对易

关系给出 G:-75<: 多项式及其递推关系，回避了通过级数展开去求解 G:-75<: 方程的过程；同时指出《 厄米本征值问

题的探究》一文中的不足之处。
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! ! 在量子力学中，单个物理对象的绝大多数信息都包含在本征值和波函数里面，但是对波动方程的解大多

是在一定边界条件下去求解微分方程，求解过程中势必要面临很多复杂烦琐的特殊函数［DF"］；所以在实际工

作中更多的是应用代数方法去求力学量的本征值和波函数［+］，因为代数求解过程的递推关系给了算法语言

应用很大的支撑，特别在计算机技术成为量子力学的研究手段后，代数方法显得尤为重要。

本文试以简谐振子为例，运用代数方法，先给出一维简谐振子的波函数，从而推广到多维的简谐振子，并

结合相应的对易给出 G:-75<: 多项式及其递推关系，回避了通过级数展开去求解 G:-75<: 方程的过程；同时

指出《厄米本征值问题的探究》一文中的不足之处。

D 升降算符与一维谐振子的能级

一维谐振子在坐标表象的 G/75(<,. 算符为 !J! " #$"
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其中 # " %!
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’，这里的 #( 和 #(& 分别称为下降算符（ (,L:-5.3 ,M:-/<,-）和上升算符（ -/5;5.3 ,M:-/<,-）［+*N］。虽

然 #( 和 #( & 都有各自的本征值和本征函数，但这两者都不是 G:-75<: 的，都不能代表物理学量。再由 #( 和 #( & 的

表达式，有
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取 #( #(& 的 G:-75<: 共轭，（ #( #(& ）& " #( #(& ，#( #(& 是 G:-75<: 的。可设 #( #(& +〉" + +〉（+"!），其中 +〉为 ( #(&

在 G5(O:-< 空间中粒子数表象中的本征状态矢量，利用（D）式的对易关系，得到
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其中!# 是归一化要求得到的（实际上!# 中还存在一个不影响结果的不确定相因子 #$!［%］），!" 在 #〉上作

用 # 次后有（ !"）# #〉$ #!！ &〉（这里的 &〉是一维谐振子的基态），这一过程说明 # 一定是非负整数。再由

（’）式就能得到一维谐振子的 ()*$+,-. 算符 /0& $ !"（ !" !" ’ ’ !
1 ）的本征值

() $ !"（) ’ !
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1 用升降算符导出谐振子波函数的具体表达式

类似（"）式，还有 !"’ )〉$ ) ’! ! ) ’ !〉，若 !"’ 从一维谐振子的基态 &〉开始作用 ) 次后，就能得到

量子数为 ) 的波函数了，即（"’ ）) &〉$ )! ！ )〉。将 )〉映射到位形空间，根据（!）、（1）式的定义，可得一

维谐振子在坐标表象的波函数的微分形式
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至于 #)（*）的具体表达式，由（%）式有 " &〉，于是
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然后再反复利用下列递推关系得到
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其中 &)（$）$ #
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# %$1 是 (#4*$,# 多项式的微分表示，最后就有了一维谐振子的

波函数（5#6#47(#4*$,# 函数［3］）

#)（*）$ !
)！1! )

,"
"( )!

!
"

$ % 2
2( )$

)
# % !

1 $1 $ !
)！1! )

,"
"( )!

!
"
# % !

1 $1&)（$） （8）
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是波函数的归一化系数。

对于 - 维的谐振子，根据 9:;4<$.=#4 方程的线性特性（实为态迭加原理），即 /0& $#
-
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，由（’）、（%）、（8）
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另外，上面的（!）式更有一般性的结论［"］ 为 ! ! #
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可得到该式，此处从略。

’ ($)*+,$ 多项式的递推关系
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同时对 ($)*+,$ 多项式 ’"（!）$ $
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有关 ($)*+,$ 多项式的其他递推关系的推导和上面的过程类似［/］，这里就不再赘述了。

另外，笔者发现《厄米本征值问题的探究》［0］（以下简称《厄》文）一文中有关 ($)*+,$ 多项式的递推（/）、

（0）式具有原则性错误。这是因为如果单纯地从 ($)*+,$ 本征值问题（《厄》文中的（%）式）出发，只能得到奇

次 ($)*+,$ 多项式或偶次 ($)*+,$ 多项式系数间的递推关系，而不会有连续自然数的 ($)*+,$ 多项式系数间

的递推关系，而《厄》文却牵强地认为 ’1 $ )1 和 ’% $ )%! 的系数相等，即 )1 $ )%，从而得到了 ’% ! !’1 $ 1

的错误结论（《厄》文中的（"）式）。显然从 ($)*+,$ 多项式的母函数出发，有 ’1（!）$ $!& ! #
#( )!

1
$ !!& $ %，

’%（!）$ $!& ! #
#( )! $ !!& $ &!，所以 )1 $ %

& )%。错误的主旨思想加上错误的推导，《 厄》文得出了错误的

($)*+,$ 多项式的递推关系 ’"(% ! !’" $ ! "
& ’"!% 和 ’*" ! "’"!% $ 1（《厄》文中的（!）+（0）式），实际上是

’"(% ! &!’" $ ! &"’"!% 和 ’*-" ! &"’"!% $ 1，所以可以断定《厄》文在错误的推导下，强行得出了一些正确结论，

应当引以为戒。

2 结语

简谐振子模型是量子力学中极其简单而又重要的模型，在本文中，笔者仅用了升降算符的代数递推关系

就顺利得到了简谐振子的波函数和本征值，同时在此基础上还利用了算符对易的关系得到了 ($)*+,$ 多项

式的递推关系，思路简洁清晰，一举多得，对从事量子力学教学和谐振子问题的科学研究有一定的参考和应

用价值。
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