
书书书

! "##$ 年 %# 月 重庆师范大学学报（自然科学版） &’() "##$
第 "* 卷 第 + 期 ,-./012 -3 45-067806 9-/:12 ;08<=/>8(?（91(./12 @’8=0’=） A-2) "* 9-) +

B&C：%#) D$*$ E ,) C@@9) %*F"G **$D) "##$) #+) #%D

二维 H1I21’= 方程 9=.:100 问题直接边界积分

方程的 J12=/K80 解法
!

张 守 贵

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 +###+F）

摘要：对任意形状区域的二维 H1I21’= 方程 !!（"）L # 的 9=.:100 问题，用 J/==0 公式和基本解 M %
""

20 " M # 推导

得出与之等价的直接边界积分方程，采用直接边界积分方程的 J12=/K80 解法来解该第二类 N/=O5-2: 积分方程，在进

行边界离散化处理时采用常单元。为了提高数值计算的误差精度，在形成线性代数方程组的刚度矩阵元素时，对二

重积分的内层积分采用精确积分表达式，外层积分使用 J1.>> 数值积分，数值实验表明该方法的有效性和实用性。

关键词：直接边界积分方程；J12=/K80 边界元法；H1I21’= 方程；9=.:100 问题

中图分类号：&"+%) P" 文献标识码：Q! ! ! 文章编号：%*F"G **$D（"##$）#+G ##*FG #D

! ! H1I21’= 方程作为一类重要的椭圆边值问题，有

广泛的运用背景。对于 9=.:100 问题的直接边界

积分方程，文献［%G"］等就给出了求解这类问题的基

本解法—配置点法；文献［D］给出了采用自然边界

元法求解规则区域上积分方程计算的方法；文献

［+］给出了用双层位势求解的间接边界元解法，并

推导出了具体的数值计算公式。而对于任意区域

H1I21’= 方程的 9=.:100 问题，用 J/==0 公式和基本

解推导得出的直接边界积分方程是第二类 N/=O5-2:
积分方程。对内边值问题，由于采用直接边界积分

方程时，方程中的未知量和解的边界法向量导数，是

由 J/==0 公式相联系的，不是随意给定的，因而这类

积分方程总是可解的。二维外问题，解在无穷远处

趋于常数，原问题的解就存在唯一，这时解的积分表

达式要作修正且积分方程的解应满足约束条件［RG*］。

J12=/K80 方法是基于变分原理基础上，把微分

方程或积分方程转化为等价的变分方程，通过离散

变分方程求解原方程数值解的数值计算方法。在边

界元方法中，用 J12=/K80 方法比用配点法更便于进

行理论分析。近些年来，在边界元方法已有一些采

用 J12=/K80 方法求解 H1I21’= 方程的文献［"G+，FGP］，在

此用直接边界积分方程，通过 J12=/K80 方法求解 H1G
I21’= 方程的 9=.:100 问题。本文给出了具体的数

值计算公式，在计算中第一重积分采用精确积分，第

二重积分使用数值积分，确保了计算的高精度效果。

数值算例表明了理论推导的正确性。

% 边界积分方程及其变分形式

假定 ! 是 !" 中的一有界开区域，其边界 " $
#!，其有界闭区域 ! $ ! % "，同时定义无限区域

!& $!" S!。对于二维 H1I21’= 方程的 9=.:100 边值

问题
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由文献［%］知，用J/==0公式和基本解推得调和函数
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其中 #（#）$ $（#）
""

，$（#）是过点 # 的 " 的两条切线

间包含的夹角。

在（%）式中，在边界 " 上调和函数的法向导数
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未知量的第二类 !"#$%&’( 积分方程。

求解内问题的直接边界积分方程可改写为
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在条件$!%（"）$)" $ - 的情况下，积分方程在相差一

个常数的意义下有唯一解［.］。

* 变分方程的离散及重积分的处理

在积分方程（,）式两边同乘以检验函数 *（’），

然后在边界 ! 上积分，便得到变分方程
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采用线性插值来逼近未知函数和已知边界函数
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其中 #, 为基函数。

把（0）-（2）式代入变分方程（/）式，则得到
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当 ,& / 时，
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把上述线性方程组写成紧凑形式
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在求解系数矩阵的元素 .,/ 时，都用到二重积

分。为了提高误差精度，可以对内层积分采用精确积

分，外层积分采用数值积分。当采用常单元，在计算

中所用到的精确积分公式有
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如图) 所示，积分源点为 7 点，积分单元是从 8)

到 8* 的有向线段8)8
’((

*，沿有向线段8)8
’((

* 的单位向量

为 )9，*# 是8)8
’((

* 的单位外法向量，4 为源点 7 到积分

单元8)8
’((

* 的距离，5) 为源点 7 到单元端点 8) 的有向

线段 5’) 的长度，5* 为源点7到单元端点8* 的有向线

图 )7 插值基函数的

局部坐标表示

段 5’* 的长度。)) 为有向线段

5’* 在8)8
’((

* 上的投影，)* 为有

向线 段 5’* 在8)8
’((

* 上 的 投

影。

当由方程组（)-）解得

边 界 结 点 的 函 数 值

!,（ , $ )，*，⋯，+）， 再 由

（*）式可求出区域内任意

点的数值解。

. 数值例算［.］

已知 $ $ ｛（"，’） "* ( ’* + )｝为单位圆内部

区域，!为其边界，! $ 5&8 % $ "为$内的调和函数。

其边界条件是
!!
!# !

$ 5&8 % $ "。

利用本文的方法进行数值计算，用 !&"6"4+3/ 编

制通用程序，计算得单位圆内若干点的计算值与精

确值的比较，结果见表 )。

表 )7 单位圆内若干点的计算值与精确值的比较

" ’
近似解 !:

+ $ )0 + $ .* + $ 0, + $ )*2
精确解 !

-; 2 -; , -; 12. ,-- / -; 130 )0* , -; 133 -.0 3 -; 133 1/3 ) -; 2

-; 0 -; / -; /22 0-- 3 -; /31 ))) 1 -; /33 *11 * -; /33 2)3 , -; 0

-; * -; . -; )30 )/1 ) -; )33 -.1 ) -; )33 1/3 ) -; )33 3.3 1 -; *

-; ) -; )/ -; -32 -12 / -; -33 /)2 / -; -33 213 0 -; -33 303 3 -; )

& -; ) & -; * & -; -32 -12 0 & -; -33 /)2 / & -; -33 213 0 & -; -33 303 3 & -; )

& -; . & -; / & -; *3, *.2 * & -; *32 /// / & -; *33 0.2 1 & -; *33 3-3 1 & -; .

& -; / -; 0 & -; ,3- *)- ) & -; ,31 /3* , & -; ,33 .31 2 & -; ,33 2,3 , & -; /

& -; 1 & -; , & -; 020 /.* / & -; 030 0*3 / & -; 033 )/0 2 & -; 033 123 * & -; 1

7 7 注：+ 为所剖分的边界元数目
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! ! 表中的数据经过分析可以得出：采用本文的方

法，由于重积分的内层积分采用精确积分，外层积分

采用高斯数值积分，从而数值计算的结果达到较好

的效果。而且随着边界剖分数目的增加，即单元长度

减小，数值解将更逼近精确解。

事实上，由于内层积分采用精确积分，这将有效

地提高计算的精度，因而比直接采用数值积分的效果

好。函数!和近似解 !" 的误差#（!）$ ! % !" 与单

元长度 "（" $ "!
& ，& 单元数目）有如下关系

#（!）$ ’（"#(!）

其中 $ ) ! ) #。
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