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图的减控制数的一个下界
!

汪定国，罗! 萍
（重庆师范大学 数学学院，重庆 G###G)）

摘要：! "（#，$）是一个简单图，定义一个函数 %：#"｛& $，#，’ $｝，这个函数 %是图 !的一个减控制函数，如果对
任意 (# #（!），(的闭邻域 )［(］包含的函数值为 H $ 的顶点数大于函数值为 I $ 的顶点数。图 !的减控制数是 !
的减控制函数的最小权，记为 ! &（!）。本文利用图 ! 的阶数 *、最小度 " 与最大度 # 给出了图 ! 的减控制数
! &（!）的一个紧的下界，并且表明了相关文献的主要结果是本文给出的下界的一个特例。
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$ 基本定义及符号
设 ! "（#，$）为一个无向简单图，其顶点集 # " #（!）和边集 $ " $（!），对于任意的 + # #（!），则

)!（+）为 +点在!中的邻域，)!［+］" )!（+）$｛+｝为 +点在!中的闭邻域，在不引起混淆的情况下，)!（+）
和 )!［+］分别记为 )（+）和 )［+］。定义顶点 +的度为 L94（+）" )!（+） 。

对于一个实值函数 %：#"!和一个子集 ,% #（!），记 %（,）"&
+#,

%（+）。对于任意的 -# #（!），%（)［-］）

简记为 %［-］。%（#）称为函数 %的权。
文中未说明的符号和术语同于文献［$.C］。
定义 $［"］! 设 ! "（#，$）为一个图，一个函数 %：#"｛& $，’ $｝称为图 !的一个符号控制函数，如果

’-# #，均有 %［-］( $。图 !的符号控制数定义为 ! 的符号控制函数的最小权，记为 !,（!），即 !,（!）"
76.｛%（#） %为图 !的符号控制函数｝。
定义"［"］! 设! "（#，$）为一个图，一个函数 %：#"｛& $，#，’ $｝称为图!的一个减控制函数，如果’-

# #，均有 %［-］( $。图 ! 的减控制数定义为 ! 的减控制函数的最小权，记为 ! &（!），即 ! &（!） "
76.｛%（#） %为图 !的减控制函数｝。
关于图的减控制数已经有很多相关的研究［G.D］。文献［$#］中对于图的符号控制数给出了一个关于图的

阶数 *、最小度 "与最大度 #的紧的下界。利用类似于文献［$#］的方法，本文对一个图的减控制数给出了一
个关于图的阶数 *、最小度 "与最大度 #的紧的下界，并且说明了文献［)］中对于正则图的减控制数的下界
是本文这个下界的一个特例。

" 主要结果及证明

定理 $! 对任意 *阶图 !（*( $），均有 ! &（!）( " & # ’ "
" ’ # ’ "*，其中 "与 #分别为图 !的最小度和最大

度。

证明 ! 令 !是一个顶点集 #，最小度 "并且最大度 #的图，%是 !的一个最小权减控制函数。根据 !的顶
点的度和函数值分划 !的顶点集如下

/# "｛-# # %（-）" ’ $ 且 L94（-）" #｝，/" "｛-# # %（-）" ’ $ 且 L94（-）" "｝
/$ "｛-# # %（-）" ’ $ 且 " 0 L94（-）0 #｝，1# "｛-# # %（-）" # 且 L94（-）" #｝
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!! "｛## $ %（#）" ! 且 "#$（#）" !｝，!" "｛## $ %（#）" ! 且 ! & "#$（#）& #｝
’# "｛## $ %（#）" ( % 且 "#$（#）" #｝，’! "｛## $ %（#）" ( % 且 "#$（#）" !｝

’" "｛## $ %（#）" ( % 且 ! & "#$（#）& #｝
于是 $# " )# $ !# $ ’#，$! " )! $ !! $ ’!，$" " )" $ !" $ ’"，$ " $# $ $! $ $"。并且令 ) "

)# $ )! $ )"，! " !# $ !! $ !"，’ " ’# $ ’! $ ’"。由减控制数的定义知

$ (（*）" %（$）" ) ( ’ " $ ( ! ( & ’

对任意顶点 +# $（*），%［+］( %，因此有&
+#$

%［+］( $ 。在这个和式中，%（+）总共被计算了 "#$（+）,

%次，所以&
+#$

%（+）（"#$（+）, %）( $ 。用对应于 %（+）的函数值 , %或 ( %代替和式中的 %（+），并展开和式

得

&
+#)#

（"#$（+）, %）,&
+#)!

（"#$（+）, %）,&
+#)"

（"#$（+）, %）(&
+#’#

（"#$（+）, %）(

&
+#’!

（"#$（+）, %）( &
+#’"

（"#$（+）, %）( $

因为’+# )# 或 ’#，"#$（+）" #；’+# )! 或 ’!，"#$（+）" !；’+# )" 或 ’"，! & "#$（+）& #。从
而有

&
+#)#

（# , %）,&
+#)!

（! , %）,&
+#)"

# (&
+#’#

（# , %）(&
+#’!

（! , %）( &
+#’"

（! , &）( $

)# （# , %）, )! （! , %）, )" # ( ’# （# , %）( ’! （! , %）( ’" （! , &）( $ （%）
对 -#｛#，!，"｝， )- " $- ( ’- ( !- 。将（%）式中的 )# ， )! ， )" 分别用 )# "

$# ( ’# ( !# ， )! " $! ( ’! ( !! ， )" " $" ( ’" ( !" 替换并整理得

$# （# , %）, $! （! , %）, $" # ( & ’# （# , %）( & ’! （! , %）(
’" （# , ! , &）( !# （# , %）( !! （! , %）( !" #( $ )

$# （# , %）, $! （! , %）, $" #( $ , & ’# （# , %）, & ’! （! , %）,
’" （# , ! , &）, !# （# , %）, !! （! , %）, !" # （&）

将（&）式左边加上 $" ( $" ，右边加上 !" ( !" ，并整理得

# $# , ! $! ,（# ( %） $" (
&# ’# , &! ’! ,（# , !） ’" , & ’ , # !# , ! !! ,（# ( %） !" , ! （’）

将（’）式左边加上 # $! ( # $! 得，左边 " # $ ,（! ( #） $! ( $" ；将（’）式右边加上 # ’! (
# ’! , ! ’# ( ! ’# , # !! ( # !! ，并整理得

右边 "（# , ! , &） ’ ,（# ( !） ’# ,（! ( #） ’! , # ! ,（! ( #） !! , ! ( !"

从而 ( ( # $ (（# ( !） $! , $" ,（# , ! , &） ’ ,（# ( !） ’# (
（# ( !） ’! , # ! (（# ( !） !! , ! ( !"

即 ( # $ (（# , ! , &） ’ ,（# ( !） ’# ,（# ( !） )! ,（# , %） ! , )" , ’" （)）
下证

（# ( !） ’# ,（# ( !） )! ,（# , %） ! , )" , ’" (
（# , ! , &） ’ ,（# , ! , &） ! ( # $ （*）

即证 ( （! , &） $ *（# ( !） ’# ,（# ( !） )! ,（# , %） ! , )" , ’" ,（# , ! , &） ) "
（# ( !） ’# ,（&# , &） )! ,（# , %） ! ,（# , ! , ’） )" , ’" ,（# , ! , &） )#

当 #( ! , % 时，有
（# ( !） ’# ,（&# , &） )! ,（# , %） ! ,（# , ! , ’） )" , ’" ,（# , ! , &） )# *
（&# , &）（ ’# , )! , ! , )" , ’" , )# , ’! ）"（&# , &） $

即证（! , &） $ *（&# , &） $ ，而此结论显然成立。
当 # " !时，有
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（! ! "） "! #（!! # !） $" #（! # "） % #（! # " # #） $# # "# #（! # " # !） $! *
（! # " # #）（ "! # $" # % # $# # "# # $! # "" ）&（! # " # #） ’

即证（" # !） ’ *（! # " # #） ’ ，而此结论也显然成立。
因此，（$）式成立。由（%），（$）式可得 ! ’ ( !（! # " # !） " #（! # " # !） % ! ! ’ 。即

!! ’ (（! # " # !）（! " # % ），从而 ! " # % * !!
! # " # ! ’ ，于是

$ !（(）& ’ ! ! " ! % ( ’ ! !!
" # ! # ! ’ & " ! ! # !

" # ! # ! ’ & " ! ! # !
" # ! # !) 证毕

由此定理可以很容易得到文献［&］中的结论。

推论 "’ 对每个 )阶 *+正则图 ( &（’，,），$ !（(）( )
* # "，并且这个界是紧的。

由推论 " 知，定理 " 的下界是紧的。
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