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摘要：本文从分数色数的定义和已有结论出发，针对两种不同的情况分别给出广义 !!图的分数关联色数，并由此进

一步给出广义 !! 图的 "! 冠图的分数关联色数，得到如下结论：6.>#（!$） %
$ & $，至少有一条路径的长不为 "

$"

$ ’ $，所有路径的长均为
{ "

；

6.>#（ ("（!$））% 6.>（ ("（!$））% $ & " & $。
关键词：分数色数；分数团；广义 ! F图；"F冠图

中图分类号：IJD" 文献标识码：K! ! ! 文章编号：$*)"F **DC（"#$#）#*F ##C*F #L

$ 基本概念和引理
与图的分数着色有关的研究最早可以追溯到 $D)# 年对图的多重着色的研究，=>396.9-7/. 和 8007/. 对

此专题作了较为详尽的论述［$］。图的分数色数有着十分广泛的应用，例如 MNB= 问题可用分数着色模型来
解决，研究特殊图形的分数色数有助于解决特殊多处理器结构下的 MNB=问题［"FC］。关于图的分数着色有很
多不同的等价定义方式，其中最常见也是最重要的定义有分数团和 )O * 着色。本文只考虑无向、简单、有限
图，文中涉及的符号和标记若没有特别说明，则与文献［L］一致。
定义 $［$］! 设 +是一个图，, %｛,$，,"，⋯，,-｝是 +的所有独立集的集合。若映射 . O/（+）"［#，$］满

足：对#,0$ ,，%
1$,0

.（1）&$，则称 .是 +的一个分数团，%
1$/（+）

.（1）是分数团的权重。定义图 +的分数色数为

" #（+）% {7/P %
1$/（+）

.（1） .是图 + }的一个分数团 。

定义 "［$］! 图 +的 ) O*着色，就是指给 +中各顶点分配一个集合｛$，"，⋯，)｝的 *元子集，使得相邻顶点
的集合不交，则 " #（+）% 76.｛) 2 * +存在 ) O *着色｝。
定义 C［H］! !!图是在 3，1两点间连三条内部不相交的路且至多有一条长为 $的路所形成的图，在 3，1两

点间连 $（$’ L）条内部不相交的路且至多有一条长为 $ 的路所形成的图，称为广义 !!图。
本文对广义 !!图的定义略加修改，规定在 3，1两点间连 $（$’ C）条内部不相交的路且至多有一条长为

$ 的路所形成的图，称为广义 !!图，并记为 !$。

定义 L! 图 +的关联图 ,（+）是这样一个图：/（,（+））%｛（1，4） 1$ /（+），4$ 5（+）且 1与 4在 +中
关联｝，顶点（3，4），（1，#）之间存在边当且仅当下列 C种情况之一：$）3 % 1；"）4 % #；C）31 % 4或 31 % #。图 +
的关联图的色数称为+的关联色数，记为 6.>（+）。用 6.>#（+）表示+的分数关联色数，即+的关联图 ,（+）的
分数色数。

定义 H! 图 ("（+）表示 +的 "!冠图，它是在图 +的每个顶点上都粘接 "条悬挂边所得到的图，$!冠图也
称为王冠，在 +的一个顶点 1上粘接的 "条悬挂边的新端点集记作 1!。
引理 $［$］! 对于图 +，有 #（+）& "#（+）& "（+）成立，其中 #（+）称为图 +的团数，即最大团的顶点数。
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! 主要定理以及证明

定理 "# $%&!（!"）#
" $ "，至少有一条路径的长不为 !
"!

" % "，所有路径的长均为
{ !

。

证明 # "）至少有一条路径的长度不为 !。
设第 &条路的长度为 ’&，"& && "，则该路上除去 (，)，还有 ’& % "个顶点分别记为 )"&，)

!
&，⋯，)

’&%"
& （按从 (

到 )排列）。下面分 ! 种情况证明存在 !" 的 " $ " 关联着色，即 *（!"）的 " $ " 着色。
情况"：存在某个 ’& # "，"& && "，不妨设 ’" # "。*（!"）中顶点（(，()""），（(，()"!），⋯，（(，()""%"），（(，()）

分别着 "，!，⋯，" % "，"；（)""，()
"
"），（)"!，()

"
!），⋯，（)""%"，()

"
"%"），（)，()）均着 " $ "；（)，)’"%"" )），（)，)’!%"! )），⋯，

（)，)’"%"%"
"%" )）分别着 "，!，⋯，" % "中的某一种颜色，并使得（(，()"&）和（)，)’&%"

& )）所着颜色不同（这里 "& &&
" % "，由于 "’ ’，这样的着色一定存在）；（)’"%"

" ，)
’"%"
" )），（)’!%"

! ，)
’!%"
! )），⋯，（)’"%"%"

"%" ，)
’"%"%"
"%" )）均着 "。任取除 ’"

外的一条路径，该路径上的关联着色又可分以下’种情况考虑（可设所取路径为第 &条路径，"& && " % "，则
（(，()"&），（)"&，()

"
&），（)’&%"

& ，)
’&%"
& )）分别着 &，" $ "，"。令（)，)’&%"

& )）着 +，" & +& " % " 且 +( &）。

!若 ’& % !) (（)*+ ’）。如果 ’& # !，显然 ’& 上的关联着色正常；如果 ’& # ,，-，⋯，则该路径上除 ()"&，
)’&%"
& )外，依次每 ’ 边为一组，所对应关联图上 . 个顶点依次着 "，+，&，"，+，&。

"若 ’& % !) "（)*+ ’）。如果 ’& # ’，则（)"&，)
"
& )

!
&），（)!&，)

"
& )

!
&）分别着 +，&；如果 ’& # .，/，⋯，则该路径上

除 ()"&，)
’&%"
& )，)"& )

!
& 外，依次每 ’ 边为一组，所对应关联图上 . 个顶点依次着 "，+，&，"，+，&。

#若 ’& % !)!（)*+ ’）。如果 ’& # 0，则（)"&，)
"
& )

!
&），（)!&，)

"
& )

!
&），（)!&，)

’
& )

!
&），（)’&，)

’
& )

!
&）分别着 "，&，+，" $ "；如

果 ’& # 1，"(，⋯，则该路径上除 ()"&，)
’&%"
& )，)"& )

!
&，)

’
& )

!
& 外，依次每’边为一组，所对应关联图上.个顶点依次着 "，

+，" $ "，"，+，" $ "。
易验证，上述 ’ 种情况下的着色为该路径上的正常关联着色。
情况 !：所有 ’& ’ !，" & && "，不妨设第 " 条路径的长度不为 !，即 ’" ’ ’。*（!"）中顶点（(，()""），（(，

()"!），⋯，（(，()""%"），（(，()""）分别着 "，!，⋯，" % "，"；（)""，()
"
"），（)"!，()

"
!），⋯，（)""%"，()

"
"%"），（)""，()

"
"）均着 " $

"；（)，)’"%"
" )），（)，)’!%"

! )），⋯，（)，)’"%"%"
"%" )）分别着"，!，⋯，" % "中的某一种颜色，并使得（(，()"&）和（)，)’&%"

& )）所
着颜色不同（这里 "& && " % "，由于 "’’，这样的着色一定存在）；（)，)’"%"

" )）着 " $ "；（)’"%"
" ，)

’"%"
" )），（)’!%"! ，

)’!%"
! )），⋯，（)’"%"%"

"%" ，)
’"%"%"
"%" )），（)’"%"

" ，)
’"%"
" )）均着 "。任取除 ’"外的一条路径，该路径上的关联着色可根据情况"

中的!，"，#进行着色。对于 ’"，由于 "’ ’，从而存在整数 +，,使 "& +，,& " % "且 +( ,，下面又分 ’种情
况考虑。

!若 ’" % !) (（)*+ ’）。则该路径上除 ()""，)
’"%"
" )外，依次每 ’边为一组，所对应关联图上 .个顶点依次

着 ,，"，+，,，" $ "，+。
"若 ’" % !) "（)*+ ’）。如果 ’" # ’，则（)""，)

"
" )

!
"），（)!"，)

"
" )

!
"）分别着 ,，+；如果 ’" # .，/，⋯，则该路径上

除 ()""，)
’"%"
" )，)"" )

!
" 外，依次每 ’ 边为一组，所对应关联图上 . 个顶点依次着 "，,，+，"，,，+。

#若 ’" % !)!（)*+ ’）。如果 ’" # 0，则（)""，)
"
" )

!
"），（)!"，)

"
" )

!
"），（)!"，)

’
" )

!
"），（)’"，)

’
" )

!
"）分别着 ,，+，" $ "，,；如

果 ’" # 1，"(，⋯，则该路径上除 ()""，)
’"%"
" )，)"& )

!
&，)

’
& )

!
& 外，依次每 ’ 边为一组，所对应关联图上 . 个顶点依次着

+，" $ "，,，+，" $ "，,。
易验证，上述 ’ 种情况下的着色为 ’" 上的正常关联着色。所以在至少有一条路径的长度不为 ! 的条件

下，由引理 " 得 $%&!（!"）& $%&（!"）& " $ "。另一方面，"（*（!"）） # " $ "（例如（(，()""），（(，()"!），⋯，
（(，()""%"），（(，()""），（)""，()

"
"）就是顶点数为 " $ " 的团），故由引理 " 知 $%&（!"）’ $%&!（!"）’ " $ "，从而

$%&!（!"）# $%&（!"）# " $ "。
!）所有路径的长度均为 !。在这种情况下，不妨设每条路径的中间点分别为 ,"，,!，⋯，,"。
首先给出 *（!"）的 "! 2 " % "着色。令集合- #｛."，.!，⋯，."!%"，/"，/!，⋯，/"｝，顶点（(，(,"），（(，(,!），⋯，
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（!，!"#）分别依次分配集合 $ 的 # % ! 元子集｛&!，&"，⋯，&#%!｝，｛&#，&#’!，⋯，&"#%"｝，⋯，｛&#"%"#’"，&#"%"#’#，⋯，

&#"%#｝；顶点（ "!，!"!），（ ""，!""），⋯，（ "#，!"#）分别依次分配｛("，(#，⋯，(#｝，｛(!，(#，⋯，(#｝，⋯，｛(!，("，⋯，(#%"，

(#%!｝，即顶点（ ")，!")）分配｛(!，("，⋯，(#｝%｛()｝；顶点（ "!，*"!），（ ""，*""），⋯，（ "#，*"#）分别依次分配｛&#，&"#%!，

&##%"，⋯，&#"%"#’"｝，｛&!，&"#%!，&##%"，⋯，&#"%"#’"｝，⋯，｛&!，&#，⋯，&#"%##’#｝，即（ ")，*")）分配集合｛&!，&#，&"#%!，&##%"，

⋯，&#"%"#’"｝中除第 )个元素外的其余 # % !个元素（!& )& #）；顶点（*，*"!），（*，*""），⋯，（*，*"#）分别依次分
配｛(!，&"，⋯，&#%!｝，｛("，&#’!，⋯，&"#%"｝，⋯，｛(#，&#"%"#’#，⋯，&#"%#｝，即（*，*")）分配 ()以及（!，!")）所分配的 # %
!元子集的后 # % "个元素（!& )& #）。不难验证，这就是 +（!#）的 #" $ # % !着色。从而由定义知 %&’,（!#）&
#"

# % !。

其次，构造 +（!#）的分数团 -，使得 %
&$.（+（!#））

-（&） / #"

# % !：对 #& $｛（!，!"!），（!，!""），⋯，（!，!"#）；

（*，*"!），（*，*""），⋯，（*，*"#）｝，有 -（&）/ !
" ；对#&$｛（"!，!"!），（""，!""），⋯，（ "#，!"#）；（ "!，*"!），（ ""，*""），⋯，

（ "#，*"#）｝，有 -（&）/ !
"（# % !）。令值为

!
" 的顶点为第一类顶点，值为

!
"（# % !）的顶点为第二类顶点。对于

+（!#）的任意独立集 +，可知 +最多包含两个第一类顶点，且一个属于｛（!，!"!），（!，!""），⋯，（!，!"#）｝，另一
个属于｛（*，*"!），（*，*""），⋯，（*，*"#）｝，下面分 # 种情况讨论。

!+包含 " 个第一类顶点，则 +中不含任何第二类顶点，从而%
&$+

-（&）/ !。

"+包含 ! 个第一类顶点，则 +中最多包含 # % ! 个第二类顶点，从而%
&$+

-（&）& !。

#+不包含第一类顶点，则 +最多包含 #个第二类顶点，从而%
&$+

-（&）& #
"（# % !）0 !。

从而 -是值为 %
&$.（+（!#））

-（&）/ !
" 1 "# ’ !

"（# % !）1 "# / #"

# % !的分数团，由定义!可知 %&’,（!#）’
#"

# % !。

综合上述两方面可知 %&’,（!#）/ #"

# % !。 证毕

定理 "( %&’,（ 23（!#））/ %&’（ 23（!#））/ # ’ 3 ’ !。
证明 ( !）当至少有一条路径的长不为 " 时，不妨设第 #条路径的长’ # 或 / !。
由定理 !的证明过程可知 %&’（!#）/ %&’,（!#）/ # ’ !，且存在 !#的 # ’ !正常关联着色使（*!!，!*

!
!），（*!"，

!*!"），⋯，（*!#%!，!*
!
#%!），（*!#，!*

!
#）均着 # ’ !；（*4!%!! ，*

4!%!
! *），（*4"%!" ，*

4"%!
" *），⋯，（*4#%!%!#%! ，*

4#%!%!
#%! *），（*4#%!# ，*

4#%!
# *）均

着 #（顶点 *!# 可能为 *，此时 *4#%!# 为 !）；（!，!*!)）和（*，*4)%!) *）所着颜色不同（! & )& # % !）。
设 !! /｛!!，!"，⋯，!3｝，*! /｛*!，*"，⋯，*3｝，*

5
)（!& )& #，!& 5& 4) % !）的 3个悬挂点集合记为｛*!)，5，

*")，5，⋯，*
3
)，5｝。在 +（ 23（!#））中，顶点（!，!!!），（!，!"!），⋯，（!，!3!）分别着 # ’ "，# ’ #，⋯，# ’ 3 ’ !；顶点（!!，

!!!），（!"，!"!），⋯，（!3，!3!）均着 # ’ !；顶点（*，*!*），（*，*"*），⋯，（*，*3*）分别着 # ’ "，# ’ #，⋯，# ’ 3 ’ !；
顶点（*!，*!*），（*"，*"*），⋯，（*3，*3*）均着 #；顶点（*5)，*

5
) *

!
)，5），（*5)，*

5
) *

"
)，5），⋯，（*5)，*

5
) *

3
)，5）分别着 # ’ "，# ’ #，⋯，

# ’3 ’ !；顶点（*!)，5，*
5
) *

!
)，5），（*")，5，*

5
) *

"
)，5），⋯，（*3)，5，*

5
) *

3
)，5）均着与（*5%!) ，*

5
) *

5%!
) ）或（*5’!) ，*

5
) *

5’!
) ）相同的颜色（这里 *5%!)

可能为 !，*5’!) 可能为 *）；其他顶点的着色均与它们在 +（!#）中一致。

不难验证，此着色为 23（!#）的 # ’ 3 ’ !正常关联着色。由引理 !知 %&’,（23（!#））& %&’（23（!#））& # ’ 3 ’
!。另一方面，"（+（ 23（!#）））/ # ’ 3 ’ !（例如（!，!*!!），（!，!*!"），⋯，（!，!*!#%!），（!，!*!#），（!，!!!），（!，!"!），
⋯，（!，!3!）（*!!，!*

!
!）就是顶点数为 # ’ 3 ’ ! 的团），因此 %&’（ 23（!#））’ %&’,（ 23（!#））’ # ’ 3 ’ !，从而

%&’,（ 23（!#））/ %&’（ 23（!#））/ # ’ 3 ’ !。
"）当所有路径的长度均为 " 时。
记每条路径的中间点 ")（!& )& #）的 3条悬挂点分别为 "!)，"

"
)，⋯，"

3
)。顶点（!，!"!），（!，!""），⋯，（!，!"#）

分别着!，"，⋯，#；顶点（ "!，!"!），（ ""，!""），⋯，（ "#，!"#）均着 # ’ !；顶点（ "!，*"!），（ ""，*""），⋯，（ "#，*"#）均着 # ’
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! " !；顶点（#，#$!），（#，#$"），⋯，（#，#$%）分别着 !，"，⋯，%；顶点（&，&!&），（&，&"&），⋯，（&，&!&）分别着 % " "，
% " #，⋯，% " ! " !；顶点（&!，&!&），（&"，&"&），⋯，（&!，&!&）均着 % " !；顶点（#，#!#），（#，#"#），⋯，（#，#!#）分别
着 % " !，% " "，⋯，% " !；顶点（#!，#!#），（#"，#"#），⋯，（#!，#!#）均着 % " ! " !；顶点（ $’，$’ $

!
’），（ $’，$’ $

"
’），⋯，

（ $’，$’ $
!
’）分别着 % " "，% " #，⋯，% " !，(（! & (& %且 ’( (）；顶点（ $!’，$’ $

!
’），（ $"’，$’ $

"
’），⋯，（ $!’，$’ $

!
’）均着 ’。

不难验证，此着色为 )!（!%）的 % " ! " !正常关联着色，即 $%&*（ )!（!%））& $%&（ )!（!%））& % " ! " !。另一
方面，"（+（ )!（!%））） , % " ! " !，从而 $%&（ )!（!%））’ $%&*（ )!（!%））’ % " ! " !。因此 $%&*（ )!（!%）） ,
$%&（ )!（!%））, % " ! " !。 证毕
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