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一类含时滞的奇异微分积分方程的稳定性分析
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摘要：本文主要讨论一类具有时滞的奇异微分积分方程 ! "（#）
·

$ %"（#）& ’（#，"（#），"（# ( )（#）））& "
#

#(!

*（# ( +，"（+））H+，

## ##，其中，［’（#，"，,）］
&$ -［"］& & .［,］&，［*（# ( +，"（+））］&$ /（# ( +）［"（+）］& 。首先，阐述本文研究背景和意义，

给出奇异微分积分方程指数稳定、@6.6导数和 01矩阵的定义，以及一些必要的数学记号的含义。然后，利用分析技巧

和方法并结合 0F矩阵的性质，建立一个广义时滞微分积分不等式。最后，借助于建立的广义微分积分不等式，获得了

含时滞的奇异微分积分方程零解全局指数稳定的一个充分条件，即当 2% 0，2 $ ( %! & - & . & "
!

#

/（+）H( )+ ，那么
方程的零解是全局指数稳定的。
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! ! 奇异系统是由微分方程和代数方程构成的一类
混合系统，它在电路系统，经济学，力学，化学，生

物，航空航天及计算机辅助设计等方面有着广泛的

应用，曾引起了众多国内外数学界、控制界等学者的

广泛兴趣［$F)］。$D)G 年，K&:9.L-&>M N N 在国际控
制杂志 B.;9-./;6&./0 +&,-./0 &1 2&.;-&0上发表的文章
“一般动力系统的结构性质”首次提出奇异系统的

概念［$］。随后，美国学者 O,9.L9-49- @ P 分别在
BQQQ R-/.:/>;6&. &. J,;&7/;6> 2&.;-&0 和 J,;&7/;6&.
上发表文章，对线性奇异系统解的存在性和唯一性

等问题展开研究［"FC］。在奇异系统研究阶段的初期，

研究进展较慢，但在 "# 世纪 S#、D# 年代奇异系统理
论取得了蓬勃发展。从 "# 世纪 D# 年代初至今，奇
异系统的研究涉及到了从线性到非线性，从连续到

离散，从确定到不确定，从无时滞到时滞，从线性二

次型最优控制 /" 到控制 /T 等各个专题，取得了丰

硕的成果。目前关于较少保守性的奇异时滞系统的

时滞相关型稳定性判据的研究已经有所涉及了，但

相关文章还很少。显然，进一步发展奇异时滞系统

的稳定性的研究方法和工具是有必要的。对于常微

分方程和时滞系统，利用一些微分（差分）不等式得

到一些有益的结果解决［SF$$］。但对时滞奇异系统，

很少利用广义微分（差分）不等式的方法来讨论起

稳定性。本文将展开这方面的工作，利用广义时滞

微分积分不等式的技巧和方法，讨论了一类微分积

分方程在奇异情形下的有限时滞的稳定性。

本文考虑如下的时滞奇异系统
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R，’% 4（! "

!3 5 !3，!3），*% 4（! 5 !3，!3），’（·，#，#）$ #，

*（·，#，#）$ #，% $（678）353，! $ 976*｛$，$，⋯，$}

，
:

#，

⋯，#｝%!353，标量函数 )（ #）##为有界时滞，! ; #
为常时滞，笔者设 )（ #）$ !。
对于（$）式，记 "（ #，##，"）（或简记为 "（ #））为具

有如下初始条件的解
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!（ "! # $）% !（ $），!% &，’ "$ $$ !
笔者总是假设所讨论的（"）式的解是整体存在

的，显然，!（ "）% ! 为（"）式的平凡解。本文将讨论
其零解的指数稳定性问题，首先给出一些必要的定

义和记号。

定义 "# 如果对（"）式的任意解 !（ "，"!，!），
!% &，存在常量 # ( ! 和 $# " 使得

（!（ "，"!，!）$ $ ! $ ’#（ " ’"!），"# "!
则称（"）式的零解为全局指数稳定的。
定义 %# )（ "）% &［!，!*

#］，称 +# )（ "） %

&’(
,&! #

)（ " # ,）’ )（ "）
, 为 )（ "）的右上 )’*’导数。

定义 +# 如果矩阵 + %（-,.）*/*，-,.$ !（当 ,’
.时），且存在正向量 0 %（ 0"，0%，⋯，0*）

,，使得+0 ( !
或 +,0 ( !，则称矩阵+为非奇异12矩阵（记作+%
1）。
现对本文用到的一些数学符号予以说明：记

!*
#(［!，-）/［!，-）/⋯ /［!，-），3为适当维数
的单位矩阵，&［4，5］表示从拓扑空间4到拓扑空间
5的连续映射，记 &( &［（ ’ "，!］，!*］。对于

! %（!"，!%，⋯，!*）
, % !*，!（ "）%

（!"（ "），!%（ "），⋯，!*（ "））
, % &，6 %（7,.）% !*/*

和常数 " ( !，笔者采用下列记号
［!（ "）］# %（ !"（ "） ， !%（ "） ，⋯， !*（ "） ）

,

［!（ "）］#" %（ !"（ "） "，!%（ "） "，⋯，!*（ "） "）
,

!,（ "） " % ./0
’" 8 $$!
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:
，⋯，!），9,
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.1*（!,）%
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" 广义时滞微分积分不等式

不等式技巧在微分方程定性分析方面有着重要

的作用，笔者首先考虑一个奇异时滞微分积分不等

式。

定理"# 假设 )（ "）% &［!，!*
#］满足下列微分

积分不等式

<+# )（ "）$ =)（ "）# >［)（ "）］" #

"
"

!

?（ $）)（ " ’ $）2$，"# "! （%）

这里 < % -,7;｛@"，@%，⋯，@*｝，@, # !，= %（A,.）*/*，
A,. #!（,’ .），> %（B,.）*/*，B,.#!，?（$）%（C,.（$））*/*，

C,.（$）%&［!#，!#］，"
"

!

C,.（$）2$ 8 #-，,，. % "，%，⋯，*。

如果存在一个正向量 0 ( !使得

（= # > # "
"

!

?（ $）2$）0 8 ! （+）

那么当 )（ $）$ 0，"! ’ " 8 $ $ "! 时，有 )（ "）$ 0，
"#"!。
证明 # 对（"）式两边积分

<)（ "）$ <)（ "!）# "
"
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｛=)（%）# >［)（%）］" #

"
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?（ $）)（% ’ $）2$｝2%，"# "! （3）

首先证明对任意 & ( "，当 )（ $）8 &0，"! ’ " 8
$$ "! 时有

)（ "）8 &0，"# "! （4）

否则，必存在某正整数 :和某时刻 "! ( "!使得

):（ "!）% &0:，):（ "）$ &0:，" 8 "! （5）

)（ "）$ &0 ，"$ "! （6）
下面分两种情形来获得矛盾。

情形 "：@: ( !，利用（3），（4），（6）式得

@:):（ "!）$ @:)（ "!）#

9:"
"!
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［=)（%）# >［)（%）］" # "
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!

?（$）)（% ’ $）2$］2% $

@:&0 # 9: "
"!

"!

［= # > # "
"

!

?（ $）2$］&02" 8 @:&0

这与（5）式中的第一个等式矛盾。
情形 %：@: % !，@:):（ "!）% ! $ @:)（ "!）#

9:"
"!

"!

［=)（%）# >［)（%）］" # "
"

!

?（$）)（% ’ $）2$］2% $

9: "
"!

"!

［= # > # "
"

!

?（ $）2$］&02$ 8 9: { }! % !

这显然是矛盾的。

因此，（4）式恒成立，让&&" #，那么获得定理"
中结论。 证毕
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! 时滞奇异系统的稳定性

下面，在奇异时滞微分积分不等式的基础上，笔

者将讨论奇异系统（"）式的稳定性。
定理 !# 假设对任意 # !% !，"，#% !$

［ %（ !，"，#）］&$ ’［"］& & (［#］&，
［)（ ! * +，"（ +））］&$ ,（ ! * +）［"（ +）］& （$）

这里 ’ -（./0）$1$，( -（ 2/0）$1$ 为非负矩阵，,（ +）-
（3/0（ +））$1$，3/0（ +）% 4［! &，! &］，且存在某正数

5使得"
!

%

3/0（ +）&5+’+ 6 & (，，/，0 - "，!，⋯，$。如果

7% 8，7 - * 9! & ’ & ( & "
!

%

,（ +）’( )+
那么（"）式的零解是全局指数稳定的。
证明 # 由定理中的假设，沿（"）式求 )*+*导数

:7&［"（ !）］& - ,-+（"）:";（ !）$
,-+（"）9"（ !）&［ %（ !，"（ !），"（ ! * 5（ !）））］& &

"
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9!［"（ !）］& & ’［"（ !）］& & (［"（ !）］&! &

"
!

%

,（ +）［"（ ! * +）］& ’+，!# !% （.）

由于 7% 8，则存在 < = % 满足

7< = %，9! & ’ & ( & "
!

%

,（ +）’( )+ < 6 % （$）

利用连续性和"3/0（ +）&5+’+ 6 & (，存在常量

" = % 满足

（": & 9! & ’ & (&"! & "
!

%

,（ +）&"+ ’+）< 6 % （"%）

对于任意初始条件

"（ !% & +）- #（ +），* ( 6 +$ %，#% 4，有

#［"（ !）］&$ <! # & *"（ ! *!%），* ( 6 !$ !% （""）

其中 <! - "
/*+
"$/$$
｛</｝

< #（"，"，⋯，"）0。设 >（ !） -

［"（ !）］& &"（ ! *!%），则

# >（ !）-［"（ !）］& &"（ ! *!%）$ <! # ，!$ !% （"!）

利用（.）式，可推得
:7& >（!）- :｛"［"（!）］& &"（!*!%） & 7&［"（!）］& &"（!*!%）｝$

":［"（!）］& &"（ ! *!%） &｛9!［"（!）］& & ’［"（!）］& &

(［"（ !）］&! & "
!

%

,（ +）［"（ ! * +）］& ’+｝&"（ ! *!%）$

［": & 9! & ’］>（ !）& (&"!［>（ !）］! &

"
!

%

&"+,（ +）［>（ ! * +）］’+ （"1）

利用定理 " 和（"%），（"!），（"1）式，有
>（ !）- ?［"（ !）］& &"（ ! *!%）$ <! # ，!# !%
由全局稳定性定义可知，（"）式是全局稳定的。

证毕

至此，笔者分析了（"）式描述的奇异系统的全
局指数稳定性，并得到了判定时滞奇异系统的全局

指数稳定的一个充分条件。
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