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摘要：文章主要考察一类非线性波动方程 !"" # !$$$$ # !! % "（!$）$，! & # 的柯西问题解的存在性和唯一性。当

"（!$）$ % ’ #（ !$
(!$）$，# & #，( & # 时，通过构造稳定集（位势井）) % ｛! " *"（#） !$$

" # ! ! " +

"（( # "）
( ,｝和不稳定集 - %｛!" *"（# ） !$$

" # ! ! " & "（( # "）
( ,｝，得到了)和 -在上述方程的流下是不变

的，并证明了如果初始能量 .（#）$ ,，那么当初值 !# " %) 时，问题存在惟一整体解 ! " /$（［#，I）；*"）；当初值

!# " -时，问题的解在有限时刻 0$ "（ "$，"$ #
G$（ "$）
($1（ "$）
）发生爆破。
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! ! 本文主要研究一类在粘弹性流中提出的带有
色散项的非线性波动方程

!"" # !$$$$ # !! % "（!$）$，（$，"）"# 2（#，# I）

（$）
!（$，#）% !#（$），!"（$，#）% !$（$），$" #

（"）
其中 "（!$）$ % ’ #（ !$

(!$）$，! & # 是常数，
!#（$），!$（$）是给定的初值，!（$，"）是未知函数。关
于此类方程整体解的存在性与爆破已有很多成果，

见文献［$，"］。在文献［C］中，作者证明了当 !# "
*"，!$ " 3"，"" /4（#）时问题（$），（"）存在唯一
解 !" /（［#，0］；*"）。

国内外很多学者利用位势井方法做了大量工

作，但是他们中很少给出位势井的清晰结构［G5H］。在

文献［*］中作者通过引进一族位势井研究了一类非
线性 L096.FM&-N&.方程解的整体存在性与不存在性
的门槛结果；=( O/.4 在文献［)FK］中给出了清晰的
位势井结构，并证明了一类 P&,::6.9:5 方程和
Q&:9./, 方程解的整体存在性及爆破。本文构造稳
定集（位势井）和不稳定集的方法，较前人的位势井

结构简单明了［D5$#］，进而证明了当临界能量 .（#）%
,时问题（$），（"）解的存在性及有限时刻的爆破，
其中 ,为位势井深度。

$ 主要结果

设 !# " *"，!$ " 3"，! " /（［#，0］；*"）&
/$（［#，0］；3"）是问题（$），（"）的解，则对任意的
""［#，0#），等式

.（ "）% $
"［’!"’

" # ’!$$’
" # !’!’"］’

#
( # "’!$’

(#"
(#" % .（#），(""（#，0#）（C）

恒成立，其中 0# 是解 !存在的最大时刻。
现在，考虑方程（C）中势能部分，设

6（!）% $
" ’!$$’

" # !
" ’!’" ’ #

( # "’!$’
(#"
(#"

由 =&R&09’嵌入定理，易知

’!$’(#" $ /!（’!$$’
" # !’!’"）

$
"，(!" *"

其中 /! % :,S
!"*" T｛#｝

’!$’(#"

（’!$$’
" # !’!’"）

$
"
，由（C）

式可得

$
"［’!$$’

" # !’!’"］’ #
( # "/

(#"
!［’!$$’

" #

!’!’"］
(#"
" $ 6（!（ "））$ .（#），(""［#，0#）

已知函数 7（8）% $
" 8 ’ #

( # "/
(#"
! 8

(#"
" 在［#，8#）上严

格增加，在（8#，# I）上严格减少，这里 8# %
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! ! !
" # !!（"$!）"

! ，设 % & "#$
’"［%，$&）

(（’） & (（’%） &

"
!（" $ !）!

! !
" # !!（"$!）"

! ，则 ’% & !（" $ !）
" %。因而，定义

稳定集（位势井）)和不稳定集 *如下［’+(，))］

) &｛," -!（#） ’,..’
! $ "’,’! /

!（" $ !）
" %｝

* &｛," -!（#） ’,..’
! $ "’,’! 0

!（" $ !）
" %｝

下面引理说明，)和 * 在问题（)），（!）的流下
是不变的。

引理 )* 设 ,% " -!，,) " 1!，! 0 %，" 0 %，且
,"#（［%，2%）；-

!）& #)（［%，2］；1!）是问题（)），
（!）的唯一解，其中 2% 是解 ,（ 3）存在的最大时刻，
若 4（%）/ +，则(3"［%，2%），有 ,）若 ,%")，则
,（ 3）" )；,,）若 ,% " *，则 ,（ 3）" *。
证明 * ,）假设结论不成立，即存在 3% "（%，2%），

使得 ,（ 3）" )，3 "［%，3%），,（ 3%）" ))，,- .-

’,..（ 3%）’
! $ "’,（ 3%）’

! & !（" $ !）
" %，因此有

5（,（ 3%））*
)
!［’,..（ 3%）’

! $ "’,（ 3%）’
!］!

!#"$!
!

" $ !［’,..（ 3%）’
! $ "’,（ 3%）’

!］
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另一方面，由（/）式可知

4（3）& )
!’,3’

! $ 5（,）& 4（%）/ %，3"（%，2%）

所以，5（,）/ %，得出矛盾。 证毕

,,）类似可证。
引理 !* 设 ,% " -!，,) " 1!，! 0 %，" 0 %，如

果 4（%）/ %，’,%..’
! $ "’,%’

! / !（" $ !）
" %，则

问题（)），（!）有唯一整体解 ," #)（［%，&）；-!），

,3 " #（［%，&）；1!），且对 3"［%，&），,（ 3）" )。
证明 * 由引理 ) ，可得 ’,..（ 3）’

! $

"’,（ 3）’! / !（" $ !）
" %，由 01213.4 嵌入定理知，

’,（ 3）’
1&
在有限时刻不爆破，则由二择一性质知，

2% & &，所以问题（)），（!）有唯一整体解 , "
#)（［%，&）；-!），,3 " #（［%，&）；1!）。 证毕

引理 /* 设 ,% " -!，,) " 1!，! 0 %，" 0 %，,"
#（［%，2%）；-

!）& #)（［%，2%）；1
!）是 5#6789 问题

（)），（!）的唯一解，2% 是解 ,（ 3）的最大存在时间，

若 4（%）& %且（,%，,)）* %，则(3"［%，2%），如果

,% " *，那么 ,（ 3）" *。
证明 * 假设结论不成立，由 ’,..（ 3）’

! $

"’,（ 3）’! 的连续性，存在 3% "（%，2%），使得

’,..（ 3%）’
! $ "’,（ 3%）’

! & !（" $ !）
" %

因此有 5（,（ 3%））* %。又 4（ 3%） & 4（%） & %，
5（,（ 3%））$ %，则

5（,（ 3%））& %，* * ,3（ 3%）& % （:）
另一方面，设 #（ 3）& ’,（ 3）’!，则 #6（ 3）& !（,，
,3），#6（%）& !（,%，,)）* %。由（)）式和（/）式得

$7（ 3）& !（,，,33）$ !’,3’
! & ! !’,..’

! !
!"’,’! $ !!’,.’

"$!
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（" $ :）’,3’

! $ "（’,..’
! $ "’,’!）!

!（" $ !）4（%）0 %，(3"（%，3%）
因此，$6（ 3）在［%，3%］上是严格增函数，且 $6（ 3%）0
$6（%）* %，与（:）式矛盾。 证毕

定理)* 设 ,%"-!，,)" 1!，! 0 %，" 0 %，如果
4（%）$ %，,% " )，则问题（)），（!）有唯一解 , "
#)（［%，&）；-!），,3"#（［%，&）；1!），且对 3"［%，

&），,（ 3）" )。
证明 * 由文献［/］可知，问题（)），（!）有唯一

局部解,"#（［%，2%）；-
!），其中2%是,（3）的最大存

在时间，下面证明 2% & &。注意到对任意的 % 0 %

5（%,）& %!
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" $ !’,.’
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由
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5（%,%）& %（’,%..’
! $ "’,%’

!）!

!%"$)’,%.’
"$!
"$! * %（) ! %"）·

（’,%..’
! $ "’,%’

!），(%"（%，)）
选取序列｛%8｝，使得% / %8 / )，8 & )，!，⋯，且当
8+ & 时，%8 + )。设 ,%8 & %8,%，,)8 & %8,)，考

虑初始条件

,（.，%）& ,%8（.），,3（.，%）& ,)8（.） （;）
和（)）式，则
’,%8..’

! $ "’,%8’
! & %!

8（’,%..’
! $ "’,%’

!）/
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若’’#’
! & " 且 ’" & "，则 $%（"） & " + #；若

’’#’
! , " 或 ’" , "，则 $%（"） + #

! ’’#’
! "

*（’"）& $（"）$ #。由引理!，对每一个%"!，问
题（#），（$）存在唯一整体解 ’%" ,#（［"，%）；-!），

’%. " ,（［"，%）；/!），且满足

（’%.，0）" -
.

"
［（’%((，0((）" !（’%，0）)

& "（ ’%(
!’%(，0(）］’( &（’%.，0），(0" -! （(）

且
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因为
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可得
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’’%(’!"! $ ,!（
!（! " !）

! #）
#
! （+）

由（)）1（+）式可知，存在.’"2和序列｛’3｝，使得

当 3+% 时，’3 +.’在 /%（"，%；-!）中弱!收敛，
且在# 4［"，%）中几乎处处收敛；’3.+.’.在 /%（"，

%；/!）中弱 ! 收敛； ’3(
!’3( + .’(

!.’( 在

/%（"，%；/
!"!
!"#）中弱!收敛。

在（(）中，令 % & 3+ %，有

（.’.，0）" -
.

"
［（.’((，0((）" !（.’，0）) "（ .’(

!.’(）］’$ &

（’#，0），(0" -!，."［"，%）
这说明.’ 满足（#）式，此外，有 .’（(，"）& ’"（(），

.’.（(，"）& ’#（(）。则.’是问题（#），（!）的整体解，由
问题（#），（!）解的唯一性，可得 .’ & ’ 在# 4［"，
5"），且

’’((’
! " !’’’! & ’.’((’

! " !’.’’! $
!（! " !）

! #，(."［"，5"）

故 5" & %，且 ’ " ,#（［"，%）；-!），’. " ,（［"，
%）；/!）。 证毕

定理!& 设 ’""-!，’#" /!，" 6 "，! 6 "，如果

$（"）$ #，’’"((’
! " !’’"’

! 6 !（! " !）
! #，且当

$（"）& #时，（’"，’#）*"，则问题（#），（!）的解在
有限时刻爆破。

证明 & 局部解 ’ " ,（［"，5"）；-
!）满足（,）

式，5"是解 ’的最大存在时间，证明 5" + %，否则，
设

%（ .）& ’’’! （#"）
则 %7（ .）& !（’.，’）。利用 -./01234不等式，有

%7（ .）! $ 5%（ .）’’.’
! （##）

由引理 # 和引理 ,，可得
%8（.）&（! " 5）’’.’

! " !（’’((’
! " !’’’!）)

!（! " !）$（"）6 !（! " !）（# ) $（"））* "，
(."（"，%） （#!）

（#!）式两边积分得
%7（ .）6 %7（"）" !（! " !）（# ) $（"））* "，

(."（"，%）
这说明存在 .# 6 "，使得对任意的 . "［ .#，%），
%7（ .）6 "，从而 %（ .）& ’’’! 在［ .，%）不为零。
另一方面，由（##）和（#!）得 %（ .）%8（ .）)（# "
!
5 ）%7

!（ .）6 "，由 6789:7 凸性引理［#!］，存在 5# "

（ .#，.# "
5%（ .#）
!%7（ .#）
），使得 ;9<

.+5#
%（ .）& " %，这与 5" &

% 矛盾。 证毕
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