
书书书

! "##$ 年 % 月 重庆师范大学学报（自然科学版） &’() "##$
第 "* 卷 第 % 期 &+,-(’. +/ 01+(234(2 5+-6’. 7(489-:4;<（5’;,-’. =>49(>9） ?+.) "* 5+) %

超可解群的一些充分条件
!

史东风，曹洪平

（西南大学 数学与统计学院，重庆 @##A%B）

摘要：主要讨论了群 !的 =<.+C子群及其他子群的弱拟正规性对群的影响，从而得到原群 ! 超可解的几个充分条件
的定理：%）群 !有指数为素数的可解正规子群 "，若 "的每个 =<.+C子群的极大子群在 !中弱拟正规，则 !超可解；
"）群 !有指数为素数的正规子群 "，若 "的 =<.+C子群及 =<.+C子群的 "#极大子群皆在 !内弱拟正规，则 !超可解；
D）设 ! E $%，$超可解，%是 &#群，’ E 6’F !（!），若 %与 $的极大子群可交换且 $弱拟正规于 !，则 ! 超可解；@）(
为 !的幂零极大子群，若 (及其极大子群皆在 !中弱拟正规，则 !超可解。
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! ! 关于群的超可解性，前人已经做了大量的研究，并且用子群的弱拟正规性来讨论群的超可解也已得出
许多结论［%#$］。本文在此基础上，利用子群的弱拟正规性对群的超可解进行了进一步的探讨，对文献［%，D］
中的结论进行了推广，得到了群 !超可解的几个充分条件。

% 预备知识

定义%［%］ 群!的子群"称为在!中弱拟正规，如果对!的任意子群)，至少存在一个)的共轭子群)*，

*" !，使得 ")* + )"*。

引理 %［%］ 若 "在 !中弱拟正规，则
%）任 ,#!，",在 !中弱拟正规，那么 ", - ,在 ! - ,中弱拟正规；
"）任 *" !，"* 在 !中弱拟正规；
D）任 )$ !，)与 "的某共轭子群乘积可换。
引理 "［"］ 设 ,是 !的子群，)是 !的正规子群，(% - )为 ,) - )的极大子群，则存在 ,的一个极大 ,%，

使得 (% - ) + ,%) - )。
推论 设 ,是 !的子群，)是 !的正规子群，(" - )为 ,) - )的 "#极大子群，则存在 ,的一个 "#极大

子群 ," 使得 (" - ) + ,") - )。
引理 D［%］ 若 !有两个子群 (和 )，使得 ! + ()，则任 *，." !，! + (*).。

引理 @［@］ 设 !是可解外超可解群，则有 ! + /（!）(且 /（!）为 !的唯一极小正规子群， /（!） +
’"，" 0 %，/（!）%( + %，(为 !的超可解的极大子群。
引理 B 设 !可解，若 !的 =<.+C子群的极大子群弱拟正规于 !，则 !超可解。
证明 设 )#!，&1是 ,) - )的 =<.+C子群，易知有 !的 =<.+C子群 1，使得&1 + 1) - )，从而由引理 "和

引理 % 知，定理条件是商群闭的。设 !为极小阶反例，则 !为可解外超可解群，! + (/（!），(% /（!）+
%， /（!） + ’"，" 0 %。
令 (’%
，(’"
，⋯，(’2
为 (的一组 =<.+C基，不妨设 ’% + ’，显然 (’%

/（!）为 ! 的 &#=<.+C 子群。令 1 为

(’%
/（!）的包含的极大子群，令 ) + 1% /（!）易知 1 + )(’%

，) /（!），)#/（!），)#1 。
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若 ! " !，则由 # " $%!
的极大性知 &（’） " %，从而矛盾。

若 !’ !，则有 # " !$%!
，!##，由于 # $%!

&（’），则由题设条件知 #弱拟正规于 ’，于是 (( "时，

对 $%(
" #$%%(（’）必有的某个共轭子群与 #成群，于是有 $)(

%(
#$ ’，)( " *(+(，*( " $，+( " &（’）。

又因为 $)(
%(
#% &（’）" #% &（’）" !，由 !#&（’）知 !##，!#$)(

%(
#，从而 !$)(

%(
" $)(

%(
!成群，于是有

$)(
%(
!$ ’。又由 !#&（’），有$)(

%(
!$ ’。因$超可解有 #$%&’塔，$ " $%!

$*(
%(
⋯$*,

%,
，于是$!成群。考察群阶

知 $-’$!-’’与 $的极大性矛盾，故 ’超可解。 证毕

除特别说明外，本文的符号都是标准的［(.)］。

" 主要定理
定理 ! 群 ’有指数为素数的可解正规子群 /，若 /的每个 #$%&’子群的极大子群在 ’中弱拟正规，则

’超可解。
证明 由于 /的每个 #$%&’子群的极大子群在 ’中弱拟正规，则由引理 )知 /是超可解的。又因为 /#

’且 ’ 0 / " %（%是素数），所以 ’ 0 /可解，从而 ’可解。
令 1为 ’的极小正规子群，若 1) /，则 ’ " /1，令 2 " /% 1，则 2#/且 2#1，于是 2 - ’。由 1

的极小正规性知 2 " !，这样由于 ’ 0 / " %（%是素数），所以 1 " %，又因为 /超可解 ’ 0 1* /，则 ’
超可解。故可设 ’的极小正规子群皆包含于 /，此时 ’ 0 1也满足命题条件。令 ’为极小阶反例，则 ’为可解
外超可解群，因此具有引理 ( 的结构：’ " &（’）$，&（’）% $ " !， &（’） " %!，! 3 !。
显然 &（’）$ /且 / " &（’）（$% /），设 /% 是 /的 4.#$%&’子群，则 &（’）$ /% 且 /% " &（’）（$%

/%）。再令 4 /% 且 /% % $$ 4，则 4 "（&（’）% 4）（$% /%）。由 4在 ’中弱拟正规知，存在 5" ’使
得 4$5 成群。

又因为 $5 ’，故有$5 " 4$5或4$5 " ’。若4$5 " ’，则4$ " ’，即（4%&（’））$ " ’ " &（’）$，
进一步 &（’）% 4 " &（’），4 " &（’）（/% % $），又由 /% " &（’）（/% % $），则 4 " /% 矛盾。故只有 $5

" 4$5，于是 4$ $5，又 &（’）% $5 " !，故 &（’）% 4 " !，使得 4 " $% /% /%。取 &为 &（’）的极大
子群，则存在 6" ’，使得 &64成群，又由 &6 $ &（’），得 4$ 4&6 $ /%，进一步 4 " 4&6 或 4&6 " /%。若

4&6 " /%，则 &64 " /% " &（’）4，由 &（’）% 4 " ! 得 &6 " &（’）矛盾。
故有 4 " 4&6，由 &6 $ 4得 &6 " !， &（’） " %矛盾。 证毕

注 如果一个群满足文献［!］中定理 *的条件，则这个群一定满足此定理的条件，但反之不成立，即此
定理将群的超可解性的判定范围给予了扩大，推广了定理 *。
定理 " 群 ’有指数为素数的正规子群 /，若 /的 #$%&’子群及 #$%&’子群的 ".极大子群皆在 ’内弱

拟正规，则 ’超可解。
证明 由 /的 #$%&’子群弱拟正规于 ’知，/的 #$%&’子群也弱拟正规于 /，从而由文献［!］中定理 "知

/为超可解的，又因为 ’ 0 / " %（%为素数），所以 ’ 0 /可解，于是 ’可解。
令 1为 ’的极小正规子群，若 1 - /，则 ’ " /1。令 2 " /+ 1，则 2#1，2#/，从而 2#’ " /1。由

1 的极小性知 2 " !，从而 1 " %，又由 ’ 0 1, /和 /超可解得，’超可解。故可设 ’的极小正规子群皆包
含于 /，此时 ’ 0 1也满足命题条件。故令 ’为极小阶反例，则 ’为可解外超可解群，因此 ’有引理 (的结构：
’ " $&（’），&（’）% $ " !， &（’） " %!，! 3 !，$为 ’的超可解极大子群。
显然有 &（’）$ /，/ " &（’）（/%$）。令 /% 为 /的 %.#$%&’子群，于是 /% " &（’）（/% %$）。取 /!

为 /% 的包含 /% % $的极大子群，则 /! "（/! % &（’））（/% % $），显然 /! % &（’）$ !。再取 /" 为 /!

的包含 /! % &（’）的极大子群，则 /" 为 /% 的 ".极大子群，且 /" $ !。于是由题设条件知 /" 在 ’中弱拟正
规，从而存在 5" ’使得 /"$

5 成群。

由 $5 的极大性可知，要么 /"$
5 " ’，要么 /"$

5 " $5。若 /"$
5 " ’，则由$% &（’）" !，&（’）) /"，

知矛盾。若 /"$
5 " $5，则得 /" - $5，这又与 $% &（’）" ! 矛盾，从而可得 ’超可解。
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注 此定理与文献［!］中定理 "相比较，在群超可解的判定上又稍微容易了一些，定理"用了 #$%&’子
群的极大子群，而此定理用的是 #$%&’子群的 (!极大子群，即对定理 " 进行了推广。
定理 ) 设 " # $%，$超可解，%是 &!群，’ # *+, !（"），若 %与 $的极大子群可交换且 $弱拟正规于

"，则 "超可解。
证明 令 &! # #$%’（$），$! 是 $的一个 -+%% ’(!子群。因为 %是 "的 &!子群，故有 &. " #$%’（"）使得 %

$ &.，由 #$%&’定理有 )" "，使得 &)
! $ &.，因为 " # $%，故有 *" $，+" %，) # *+。由于 $超可解且 ’ #

*+, !（"）知 &!#$，于是 &)
! # &*+

! # &+
!，有 &! $ &+,!

. 。又因为 % # %+,! $ ’+ ,!
. ，于是 ’+ ,!

. 同时包含 &! 和 %。

令 & # ’+,!
. " #$%’（"），由假设有 " # $ %

$% % #
$! &! %

&! % % # $! &!% ，故有
"

&!%
#

$! 。所以 &!%" #$%’（"），从而 & # &!%。若 & " 则有 -"（&） # -"（&）% $% # -"（&）% $!& #
（-"（&）%$!）&和 -"（&）. "。因为 %同 $ # $!&! 的极大子群可交换，并且 " # $!（&!%）# $!&，&! #$，
故有 $!的极大子群/，使得/&为 "的极大子群，并且-"（&）$/&$（/&!）%，由 $!超可解，得 $! // #
0" !（"）。但 " / -"（&） # " //& · /& / -"（&） ，由 #$%&’ 定理知有非负整数 1，2 使得 " /
-"（&） # 1’ 3 !， /& / -"（&） # 2’ 3 !，又 " / /& # $! / / ，故有 1’ 3 ! # 0（ ’ 3 !），所以 ’ （0
, !），同 ’ # *+, !（"）矛盾，所以 & #"。再由 " 4 &, $! 超可解知，"有 #$%&’塔。
由于"的商群或是超可解的或满足引理条件，故若"（"）’!或"有两个极小正规子群，则"超可解。因

此可设 "（"）# !且 -为 "唯一的极小正规子群，由上知 "有 #$%&’塔，于是由文献［0］中主要引理 15 !知
- # &" #$%’（"）。若 !’ &! " #$%’（$），则由 $是超可解，-是 23%4知 &!#"，再由 -的极小正规性得 &! #
-，于是 " # $% # $显然超可解。若 &! # !，则 - # %，令 -! 为 -的极大子群，则由 $的弱拟正规性知，存在
6" "，使得 $-6

! 成群。又由于 -6
! $ -，&! # ! 知，$% - # !，$$ $-! $ "，所以 -6

!#$-6
! 即 -6

!# "，由 -
的极小正规性可知 -6

! # !，于是 - # ’，所以由 " 4 -超可解得 "也超可解。
定理 0 /为 "的幂零极大子群，若 /及其极大子群皆在 "中弱拟正规，则 "超可解。
证明 先证 "可解。
!）当存在 7#"，使得 7$ /时，由归纳假设得 " 4 7可解，从而 "可解。

(）当不存在这样的 7时，/是 "的-+%%子群。事实上任取素数 0 / ，/0" #$%0（/），则/0在 "中不

正规。因 /幂零，故 /$ -"（/0），而 /为极大子群，所以 / # -"（/0）必有 /0 " #$%0（"），否则存在 "0"
#$%0（"），使得 /0 $ "0。从而

/0 . -"0（/0）$ -"（/0），-"0（/0）# "0 % -"（/0）# "0 % / # /0

矛盾，故/0" #$%0（"）。由 0的任意性可知，/是 "的-+%%子群，又因/的弱拟正规性知，必有 " 的素因子
’，使得不整除 / ，故必存在 "’ " #$%’（"）满足 " # /"’，而/幂零，从而由文献［5］知 "可解5由/的弱
拟正规性和 /为 -+%%子群知，取 "’ 的极大子群 &，则存在 6" "使得 /&6 成群，且 /% &6 # !。又由 /的
极大性可知 &6 # !，从而 & # !，则 "’ # ’即 " // # ’。
再证 "超可解。
若有 "的极小正规子群 -，使得 !’ - /，则有 " # /-且 /% - # !，从而 - # ’，于是由 " 4 -*

/超可解，可得 "超可解。故 "的所有极小正规子群都包含于/，令 "为极小阶反例时，易知 " 4 -也满足命题
条件，故 "为可解外超可解群，所以 "有引理 0 的结构 " # $8（"），$% 8（"）# !， 8（"） # ’#，# 9 !。
显然 8（"）$/，取/! 为/的包含/% $的极大子群。由/的幂零性知 / //! # ’，/! #（8（"）%

/!）（/ % $）且/!% 8（"）’!。由题设知/!在 "中弱拟正规，所以存在 :" "使得/!$
:成群，/!$

: #（/
% $）（8（"）%/!）$

:，因 8（"）% $: # !知，$: .（/% $）（8（"）%/!）$
: . "，与 $: 的极大性矛盾，从

而 "超可解。 证毕

注 此定理是在文献［)］引理 0 给出群可解判定的基础上，对其条件稍做改动，从而将其推广为群超
可解的判定定理。
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