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微分方程奇异摄动边界层问题的数值逼近解
!

余 文 波

（江西理工大学 教务部，南昌 @@##%@）

摘要：通过对抛物型偏微分方程和一阶双曲型偏微分方程奇异摄动问题的讨论，提出了在使边界层的特性不至于丧

失的前提下的边界层格式。对一类在 !% 和 !" 上的抛物型奇异摄动的初、边值问题进行了进一步研究，利用渐近方

法、差分方法和常微分方程的二点边值问题的方法，求得了偏微分方程边界层问题的数值解。得到了当步长可取中

等大小，!"#，""#，#"# 时，且当自由项函数和初、边值条件函数均为给定的充分光滑的函数，含有小参数 #（# A #
#%）的一类偏微分方程奇异摄动问题的一致数值逼近解。并将此结论应用于实际问题中。
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! ! 诸多实际工程领域中的很多问题都可以用奇异摄动问题来描述。从数学的角度来看，这类问题的解对
某些参数总呈现出一种不一致收敛行为。因此如何获得这类问题的数值逼近解，一直是大家高度关注的问

题［%"D］。近年来，奇异摄动方程的边界问题得到了一定程度的研究［*"%"］。本文研究了一类抛物型偏微分方程奇

异摄动边界层问题的数值逼近解。

问题 H 在区域 #：# $ $$ %，# $ %$ % 上考虑抛物型方程的混合初值和边值问题

! ! ! ! ! ! ! ! !
&#’（$，%）( )（$，%）!
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!$" * # !’

!%
( +（$，%）（# , $ , %，# , %$ %）

’（$，#）( $（$）（# $ $$ %），’（#，%）( -#（ %），’（%，%）( -%（ %）（# $ %$ %）
（%）

其中 # , ## % 是一小参数，)（$，%），+（$，%）和 $（$），-#（ %），-%（ %）均为给定的充分光滑的函数。
当 # ( # 时，问题（%）退化为以下微分方程边值问题

)（$，%）!
"%
!$" ( +（$，%），%（#，%）( -#（ %），%（%，%）( -%（ %） （"）

显然，在 % ( #处失去了初值条件。于是当 #" #时在 % ( #附近问题（%）的解不可能一致逼近于退化问
题（"）的解，那么将产生边界层现象。
根据渐近方法的分析，问题（%）的解当 #" # 时在区域 #上可一致表示为

’#（$，%）( %（$，%）. /（$，%%）. 0（#）
其中 %% ( % 1 #为伸长变量，%为退化问题（"）的解，/是边界层问题
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，/（$，#）( $（$）* %（$，#），/（#，%%）( #，/（%，%%）( #，.46

%%"I
/ ( # （@）

的解。

问题 HH 在区域 #：# $ $$ %，# $ %$ % 上考虑下列问题
!’
!%

( ) !’
!$

. # !"’
!$"（# , $ , %，# $ %$ %），’（#，%）( &%，’（%，%）( &"（# $ %$ %）

’（$，#）( $（$）（# $ $$ %） （G）
其中 ) 2 # 为常数，#为小参数，&%，&" 为给定的常数，$（$）是给定的充分光滑的函数。
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当 ! ! ! 时，摄动问题（"）退化为一阶双曲型方程
!"
!#

$ % !"
!&

! !（! ’ & ’ #，! ’ #$ #），"（!，#）! ##（! $ #$ #），"#（#，#）! #$（! $ #$ #） （%）

显然，在 & ! !处失去了边界条件，于是当 !" !时，在 & ! !附近问题（"）的解不可能一致逼近于退化
问题（%）的解，那么将产生边界层现象。

# 基本结论及证明
结论 # 设 $#：! $ &$ #，! $ #$ !(；$$：!$ &$ #，!( ’ #$ #，(# # ) !，若 #给定，"* 是退化问题

（$）的数值解，+#，*，%是在 ##方向取中等大小的步长，用差分方法求得边界层问题的数值解，则当*"!，%"!，
!" ! 时，可用

,*，% !
"* - +#，*，% &（在 $# 上）

"* & & & &（在 $$ 上
{

）
（’）

逼近奇异摄动问题（#）的解 ,!。

证明 因为问题（$）不含小参数 !，则通常的数值方法可直接应用到退化问题（$）。
由奇异摄动理论，可知边界层问题（(）的解仅当 ## 在 ! 附近产生影响，于是可考虑下列修改

%（&，!）
!$+#
!&$ !

!+#
!##
（! ’ & ’ #，! ’ ## $ (），+#（&，!）! &（&）$ "（&，!）（! ’ & ’ #）

+#（!，##）! !，+#（#，##）! !（! $ ## $ (）
其中 +#（&，(） $ !。
这时在区域 $# 上的抛物型方程的初、边值问题，可用差分方法求解。

如果假定 $ ! $# - $$，则当 !" !时，有
,! % " - +# &（在 $# 上）

,! % "& & &（在 $$ 上
}
）
，因此，当 *" !，#" !，!

" ! 时，可用 ,*，% !
"* - +#，*，% &（在 .# 上）

"* & & & &（在 .$ 上
{

）
，逼近奇异摄动问题（’）的解 ,!。 证毕

由于退 化 问 题（%） 不 含 小 参 数 !， 则 可 直 接 应 用 数 值 方 法。 事 实 上， 可 取 隐 格
"/，0 -# $ "/，0

%
$ %

"/-#，0 -# $ "/，0 -#

* ! !

"/，! ! &/，"1，0 ! #
}

$

，易证此格式是无条件稳定的。

根据渐近方法的分析，当 !" ! 时问题（"）的解 ,! 可一致地表示为

,!（&，#）! "（&，#）- +（ 2，#）- 3（!）
其中 2 ! & ) !为伸长变量，"为退化问题（%）的解，+是边界层问题

)$+
)2$

- % )+
)2 ! !，+（!，#）! ## $ "（!，#），*+,

2"-
+ ! ! （.）

的解。

考虑下列修改
)$+#
)2$

- %
)+#
)2 ! !，+#（!，#）! ## $ "（!，#），+#（(，#）! !

当 #给定时，这是常微分方程的二点边值问题，其中可取 (# # ) !， +# $ + $ !。
若假定 $ ! $# - $$，$#：! $ # $ #，!( ’ & ’ #；$$：! $ # $ #，! ’ & $ !(，则当 ! " ! 时，有

,!% "& & &（在 $# 中）

,! % " - +# &（在 $$ 中
}
）
，从而，可得

结论$ 若"/，%是退化问题（%）的数值解，+#，*#是常微分方程二点边值问题（.）的数值解，可取中等大小
的步长，则当 *" !，%" !，*# " !，!" ! 时，可用
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!"，! #
""，! ! ! ! !（在 #" 中）

""，! $ %"，"" !（在 ## 中
{

）

逼近奇异摄动问题（$）的解 !$。

# 应用举例

例 考虑问题
!#!
!&#

’ $ !!!(
# %& ’ "（& ) & ) "，& ) ($ "）

!（&，&）#（&% ’ &#）* # $ ’() "&（& $ &$ "），!（&，(）# &，!（"，(）# &（& $ ($ "） （*）
当 $ # & 时，问题（*）退化为下列问题

!#"
!&#

# %& ’ "（& ) & ) "），"（&，(）# &，"（"，(）# &（& $ ($ "）

边界层问题为
!#%
!&#

# !%
!("
（& ) & ) "，(" + &），%（&，&）# ’() "&（& $ &$ "）

%（&，("）# &，%（"，("）# &（ (" + &）

于是，作如下修改
!#%"
!&#

#
!%"
!("
（& ) & ) "，& ) (" $ ,），%"（&，&）# ’() "&（& $ &$ "）

%"（&，("）# &，%"（"，("）# &（& $ (" $ ,）

取 ,# " * $， +,-（ ’ ,"#）’() "& $ $，则 ,& .)（" * $）
"# 。

若 $ # "& ’/，则可取 , # "- $。
下面仅就 $ # "& ’/ 的情形，对精确解和数值解选取若干个点列于表 "。

表 "! 若干的点精确解和数值解

点的坐标 精确解 数值解 误差

（&0 &"，"& 1*） &0 #*$ &2# #3 1 &" &0 #*$ &4" 53 1 &" &0 #&4 "#/ "3 1 &5

（&0 &2，"& 1*） &0 #$2 &*5 53 6 && &0 #$2 &/4 "3 6 && &0 "*$ $4/ $3 1 &$

（&0 "4，"& 1*） &0 $$2 #&4 %3 6 && &0 $$2 "4% /3 6 && &0 %%5 *4# #3 1 &$

（&0 #5，"& 1*） &0 /"4 #"$ $3 6 && &0 /"4 "/4 &3 6 && &0 $4& #*& /3 1 &$

（&0 %%，"& 1*） &0 4$% %// 53 6 && &0 4$% %&2 43 6 && &0 5/4 $%/ #3 1 &$

（&0 $"，"& 1*） &0 *#& $5$ "3 6 && &0 *#& %2" *3 6 && &0 /## */* 53 1 &$

由此可知，当在边界层附近计算精确解时，必需在 (方向取步长 ! 7 "& 1*，而在计算边界层问题的数值逼

近解时，仅需在 (" 方向取步长 !" 7 "&
1#。
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