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摘要：本文研究了目标函数为总完工时间，具有 B;J,/4 学习效应和遗忘效应的间歇批生产的单机排序问题。考虑了

批与批之间没有学习效应的传递、有部分学习效应的传递和有总的学习效应传递 * 种模型。首先，在批与批之间没

有学习效应传递的模型中，给出了复杂性为 !（"0,4 "）的最优算法。其次，在批与批之间有部分学习效应传递的情

形下，对批在机器上的加工次序问题，通过引入 #F$ 变量，把每一批看作一个工件，将其转化为指派问题。并进一步

给出了复杂性为 !（"0,4 " # $*）的多项式时间算法。最后，在批与批之间有总的学习效应传递的情形下，证明了每

一批中的工件按 %&’ 序排列可使每一批的完工时间达到最小，并对所有批中的工件个数都相等这一特殊情形，给出

了复杂性为 !（"0,4 " # $*）的多项式时间算法。
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! ! 在经典排序问题中，工件的加工时间通常被假设为一个常数，即工件的加工时间在整个生产过程中保持

不变。然而在现实生活中，由于员工不断地重复加工相同或类似的工件，使得他们能从中学习到如何更有效

地完成工作，提高了生产效率。因此，后续加工的工件的加工时间比前面加工的工件的加工时间要少，这就

是“学习效应”。

唐国春等［$］将现代排序问题分为可控排序、成组分批排序、在线排序、同时加工排序、准时排序和窗时

排序、机器不同时开工排序、资源受限排序、随机排序、模糊排序以及多目标排序 $# 个分支。随着排序的进

一步发展，近几年具有学习效应的排序问题受到国内外学者的广泛关注。N6<O-P［"］首先将学习效应引入到

排序领域，他提出了一个工件的加工时间与位置有关的学习效应模型：()* + ()*
,，)，* + $，"，⋯，"，其中 ,"

# 为一常数，并证明了当目标函数为极小化共同工期偏差和极小化总完工时间的具有学习效应的单机排序

问题是多项式可解的。&,<3;6,:［*FM］对具有 N6<O-P［"］提出的学习效应的单机排序问题以及平行机排序问题

进行了深入探讨。王吉波，王明征等［%］进一步推广了 N6<O-P［"］所提出的学习效应模型，提出 B;J,/4 学习效

应模型，并对目标函数分别为最大完工时间和总完工时间的具有 B;J,/4 学习效应的单机排序进行了探讨，

指出 >QR 序是最优排序。S’/4 和 E-,［G］针对 N6<O-P［"］提出的学习效应模型，研究了具有学习效应和遗忘效

应的间歇批生产的单机排序问题，对目标函数为极小化最大完工时间的问题给出了多项式时间算法。E-,
和 S’/4［IFL］提出了一类与时间有关的学习效应模型，并对具有这种学习效应的排序问题进行研究，给出了相

应的多项式时间算法。N6<O-P［$#］比较系统地总结了近些年来国内外专家学者对具有学习效应的排序问题

的研究成果。T’/4 等［$$F$*］对带学习效应的排序问题又进行了深入探讨，将安装时间、恶化效应等引入到具

有学习效应的排序问题中，给出了最优算法。

本文在 S’/4 和 E-,［G］的基础上，将学习效应模型推广到 B;J,/4 学习效应模型，目标函数为极小化总完

工时间，指出了机器在批与批之间没有学习效应的传递和有部分学习效应传递的情形下是多项式可解的，

并分别给出了复杂性为!（" 0,4 "）和!（" 0,4 " # $*）多项式时间算法。针对机器在批与批之间有总的学习

效应传递的一种特殊情形给出了多项式时间算法。
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! 符号与假设

本文所考虑的极小化总完工时间的具有学习效应和遗忘效应的间歇批生产的单机排序问题，将用到下

列符号。! 为批的个数（!# "），即共有 ! 批；"# 为第 # 批；$# 为第 # 批中工件的个数；$ 为工件总数，即共有 $
个工件（$! % $" % ⋯ % $! & $）；’#( 为 "# 中第 ( 个工件（ ( & !，"，⋯，$#）；)# 为在 "# 中的工件的学习因子

（)# " #）；*# 为 "# 的学习因子（*#" #）；+#( 为 ’#( 的标准加工时间；+,#( 为 ’#( 在 "# 中的第 , 个位置加工的实际加

工时间；+#［-］为在 "# 中的第 - 个位置加工的工件 ’#［-］的标准加工时间；+-#［-］为在 "# 中的第 - 个位置加工的工

件 ’#［-］的实际加工时间；.#( 为 ’#( 的完工时间；.#［-］为安排在 "# 中的第 - 个位置加工的工件 ’#［-］的完工时间；

$$.#( 为所有工件的总完工时间。

$ 个工件分成 ! 批放在一台机器上加工，所有工件在 # 时刻准备就绪，当工件被安排在第一个生产批中

的第一个位置上加工时，工件的加工时间即为它的标准加工时间。由于学习效应的存在，后续加工的工件的

实际加工时间要比它们的标准加工时间要小。假设工件具有 $%&’() 学习效应。$%&’() 学习效应可以作如下

描述。

假定 /,
#( 表示工件 ’#( 被安排在 "# 中的第 , 个位置上加工的实际加工时间，则 +,#( & +#(（0 %（! 1 0）,)#）。

其中 )#"# 为学习因子，是一个常数；#"0"!，是一个常数。当 0 & ! 时，就是经典排序问题；当 0 & # 时，

就是 *+,-./［"］ 提出的学习效应模型。可见，$%&’() 学习效应更具一般性，更符合现实生产。

然而，如果在生产线之间中断的时间较长，就会出现遗忘效应，即可能出现批与批之间没有学习效应的

传递、有部分学习效应传递和有总的学习效应传递这 0 种情形。这将在下一部分对目标函数为总完工时间的

情形进行探讨。

" 目标函数为总完工时间的情形

模型 !1 批与批之间没有学习效应的传递

为方便描述排序问题，令 234 表示 23% $%&’()4, 5%67(+() %88%92；" 表示间歇的批加工问题；5(’ 表示批与

批之间没有学习效应的传递。则此问题用三参数表示法可表示为：! "，234，5(’ $$.#(。

引理 !1 对于问题 !%$.( 可通过 :;< 规则得到最优排序。

引理 "1 对于问题 ! 234 $.( 可通过标准加工时间的 :;< 规则得到最优排序。

下面给出求解问题 ! "，234，5(’ $$.#( 的最优算法 =。

算法 =1 !"#$ %1 对于每一批中的工件，按标准加工时间非减的次序排列，即

+#! " +#" " ⋯" +#$#，# & !，"，⋯，!

!"#$ &’ 记 /# 为 "# 按 :;< 规则加工时的完工时间，/# &$
$#

- & !
+#［-］（0 %（! 1 0）-)#），按 /# 非减的次序安

排在机器上加工。

:2%/ ! 中，对于 "# 中的工件的最优排序可通过 :;< 规则得到，复杂性为 6（$# 5’) $#），对于所有的批内部

的工件的排序将花费$
!

# & !
6（$# 5’) $#）的时间。

令 $7 & >6?｛$!，$"，⋯，$!｝，由于$
!

# & !
$# & $，$# " $，因此

$
!

# & !
$# 5’) $# "$

!

# & !
$# 5’) $7 "（ 5’) $7）$

!

# & !
$( )# & $5’) $7 " $5’) $

故对于所有批中的工件的排序将花费 6（$5’) $）的时间。
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!"#$% 中对于批在机器上的加工次序的问题需花费 !（"&’( "）的时间。由于 # $ "，故算法 ) 的复杂性

为 !（#&’( #）。

定理 *+ 算法 % 能最优地解决 * &，’()，*,’ $$+,-。

证明 + 对于每一批中的工件的最优排序问题等价于* ’() $+-，由引理% 可知，每一批的工件按标准

加工时间的 !-. 序进行排列，即可得到最优排序。

把每一批看作一个工件，., 看作是 &, 批的加工时间，由于批与批之间没有学习效应的传递，则问题

* &，’()，*,’ $$+,- 等价于 *%$+-，由引理 * 知，按 ., 的非减序排列即可得最优排序。 证毕

模型 %+ 批与批之间有部分学习效应的传递

假设：*）每一批中的工件都具有 /#0’,( 学习效应；%）&, 被安排在第 / 批加工的实际加工时间为 .,/ 0

.,（1 2（* 3 1）/4,），其中 ., 为 &, 中的工件按 !-. 序加工的完工时间，., 0$
#,

5 0 *
6,［5］（1 2（* 3 1）57,），., 不

受批所在次序中的位置的影响。

令 .$12" 表 示 批 与 批 之 间 有 部 分 学 习 效 应 的 传 递， 则 此 问 题 用 三 参 数 表 示 法 可 表 示 成：

* &，’()，*$12" $$+,-。

记在批与批之间没有学习效应传递的情况下，每一批中的所有工件的总完工时间为 +,，则 +, 0

$
#,

5 0 *
6,［5］（1 2（* 3 1）57,）8（#, 3 5 2 *）。

则问题 * &，’()，*$12" $$+,- 中批的加工次序问题可转化成下面的指派问题。

34,$
"

, 0 *
$
"

/ 0
(

*
+,（1 2（* 3 1）/4,）2 #,$

/3*

9 0 *
.9（1 2（* 3 1）94, )） :,/

56 "6

$
"

, 0 *
:,/ 0 *，/ 0 *，%，⋯，"

$
"

/ 0 *
:,/ 0 *，, 0 *，%，⋯，"

:,/ 0 7 或 *，,，/ 0 *，%，⋯，













"

（*）

给出求解 * &，’()，*$12" $$+,- 问题的多项式时间的最优算法 8。

算法 8+ !"#$ %& 对于每一批中的工件，按标准加工时间非减的次序排列，即

6,* " 6,% "⋯" 6,#,，, 0 *，%，⋯，"
!"#$ ’& 按指派问题（*）式来安排批的加工次序。

!"#$* 的时间复杂性为 !（#&’( #），!"#$% 中指派问题的最优算法的时间复杂性为 !（"9），则算法 8 的时

间复杂性为 !（#&’( # 2 "9）。

定理 %+ 算法 8 能最优地解决问题 * &，’()，*$12" $$+,-。

推论 *+ 如 果 所 有 批 的 学 习 因 子 都 相 等，即 4, 0 4（ , 0 *，%，⋯，"），则 算 法 ) 能 最 优 地 解 决

* &，’()，*$12" $$+,-。

证明 + 对于每一批中的工件的最优排序问题，由引理% 知，!-. 序是最优排序；对于批的加工次序问题，

由于 4, 0 4，.,/ 0 .,（1 2（* 3 1）/4），将每一批看作一个工件，., 看作是 &, 的加工时间，则

* &，’()，*$12" $$+,-&* ’() $+-。

由引理 % 知，按 ., 非减的次序安排在机器上加工能得到最优排序。 证毕

模型 9+ 批与批之间有总的学习效应的传递

假设：*）&, 被安排在第 , 批进行加工；
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!）!"# 在 $" 中第 % 个位置上的实际加工时间为 &%
"# ’ &"# ( )（" * (） % )$

" *"

+ ’ "
,( )+

-( )" 。

令 .#$#%& 表 示 批 与 批 之 间 有 总 的 有 学 习 效 应 的 传 递，则 此 问 题 可 用 三 参 数 表 示 法 表 示 成：

" $，/01，.#$#%& $$2"#。

定理 ’( 对于问题 " $，/01，.#$#%& $$2"# 的任一批，每一批中的工件的总完工时间的最优值可通过

)*+ 规则达到。

证明 ( 证明过程利用“相邻交换”的思想。

假设 ! 为一最优排序，对于 $"，! 中存在满足下列条件的工件 !"+ 和 !"#：&"# " &"+，!"+ 在 !"# 之前加工且 !"+

在第 % 个位置上加工。

令 $ 和 3 分别表示在 !"+ 和 !"# 之前和之后加工的工件的总完工时间，4 表示在 $" 中第 % * " 个位置上加

工的工件的完工时间。

$2"#（!） (’ $ ) 4 ) & ("+ ( )（" * ( (） % )$
" *"

+ ’ "
, )+

- ) )"

(
)

4 ) & ("+ ( )（" * ( (） % )$
" *"

+ ’ "
, )+

- )"
) & ("# ( )（" * ( (） % ) " )$

" *"

+ ’ "
, )+

- ) )"
) 3

交换 !"# 与 !"+，得到新的排序 !5。

$2"#（!5）" ($ ) 4 ) & ("# ( )（" * ( (） % )$
" *"

+ ’ "
, )+

- ) )"

(
)

4 ) & ("# ( )（" * ( (） % )$
" *"

+ ’ "
, )+

- )"
) & ("+ ( )（" * ( (） % ) " )$

" *"

+ ’ "
, )+

- ) )"
) 3

(因为 % )$
" *"

+ ’ "
, )+

-" (6 % ) " )$
" *"

+ ’ "
, )+

-"
6 ,，-" " ,，&"# " &"+

所以有 (! % )$
" *"

+ ’ "
, )+

-" (* % ) " )$
" *"

+ ’ "
, )+

-"
6 ,，&"+ * &"# # ,

则 $2"#（!）*$2"#（!5）# !& ("+ ( )（" * ( (） % )$
" *"

+ ’ "
, )+

- )"
) & ("# ( )（" * ( (） % ) " )$

" *"

+ ’ "
, )+

- )"
*

!& ("# ( )（" * ( (） % )$
" *"

+ ’ "
, )+

- )"
* & ("+ ( )（" * ( (） % ) " )$

" *"

+ ’ "
, )+

- )"
’

（&"+ * &"# (） ( )（" * ( (） (! % )$
" *"

+ ’ "
, )+

-" (* % ) " )$
" *"

+ ’ "
, )+

- ) )"

# ,

可知 !5 也为最优排序。

对 ! 中不满足 )*+ 序的所有工件重复上述调整过程，直到满足 )*+ 序为止。 证毕

推论 !( 对于问题 " $，/01，.#$#%& $$2"#，存在一个最优排序，对于每一批中工件按标准加工时间的

)*+ 规则进行排序。

下面对问题 " $，/01，.#$#%& $$2"# 的一种特殊情形进行探讨。

如果所有批中的工件数目相等，即 ," ’ ,! ’ ⋯ ’ ,7 ’ ,
7 ’ ’,。令 8"% ’

"，$" 作为第 % 批进行加工

,，
{

否则
，则
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当 !! " !" " ⋯ " !# " !
# " ’! 时，! $，%&’，(#$#%& $$)*+ 中的批在机器上的加工次序问题可转化为下面

的指派问题。

’()$
#

* " !
$
#

, "
(

!
$
’!

+ " !
-*［ +］（. /（! 0 .）（（ , 0 !）’! / +）1*）（’! 0 + / !）/ ’!$

,0!

2 " !
$
’!

3 " !
-2［ 3］（. /（! 0 .）（（2 0 !）’! / 3）1*））4 )*,

*+ #+

$
#

* " !
4*, " !，, " !，"，⋯，#

$
#

, " !
4*, " !，* " !，"，⋯，#

4*, " , 或 !，*，, " !，"，⋯，













#

（"）

算法 !" #$%&’" 在每一批中，工件按标准加工时间的 -./ 规则进行加工；

#$%&(" 根据指派问题!式来安排批的加工次序。

算法 0 的复杂性为 5（!&$1 ! / #2）。

定理 34 当所有批中工件的个数相等，即 !! " !" " ⋯ " !# " !
# " ’! 时，算法 0 能最优地解决

! $，%&’，(#$#%& $$)*+。

2 结论

本文研究了目标函数为总完工时间的具有 567$)1 学习效应和遗忘效应的间歇批生产的单机排序问题。

对批与批间没有学习效应传递和有部分学习效应传递的情形，分别给出了时间复杂性为 5（!&$1 !）和

5（!&$1 ! / #2）的多项式时间算法，并针对批与批间有总的学习效应传递的一种特殊情形给出了复杂性为

5（!&$1 ! / #2）的多项式时间算法。对于其他的学习效应模型也可引入到间歇批生产的研究中，例如同时考

虑与加工位置和加工时间有关的学习效应模型或者同时具有学习效应和恶化效应的排序问题，都是值得继

续深入探讨的。
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