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退化条件下具有维修活动的单机排序问题
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刘春来，赵传立

（沈阳师范大学 数学与系统科学学院，沈阳 $$##I+）

摘要：在现实的环境中，工件的加工时间可能与其在机器上的开工时间有关，工件的开工时间越晚其加工时间越长，

这种现象称为“退化效应”（A:<:-5,-/<:5.3 :00:?<）。针对机器具有退化效应和维修活动（J/<:F7,K50=5.3 /?<595<=，JLM）

的单机排序模型，考虑一个序列无关的，在简单线性退化条件下工件的加工时间与工件所处的位置有关的，并且可

以在任务序列中安排多个维修活动（JLM;）的单机极小化最大完工时间问题。在这一问题中，机器在加工过程中产

生退化使效率降低；然而，对机器进行维修活动能使机器的加工效率得到恢复，从而能够使排在维修活动后的工件

的加工时间缩短。在对本文问题的模型进行分析和适当的假设后，利用分组平衡原则，证明了当维修活动的次数确

定时，最优排序满足分组平衡原则；最后，在满足一定的条件下，解决了是否安排维修活动、安排的次数以及安排在

工件排序中的位置以便使最大完工时间最小这一问题，并提出了一个多项式最优算法。本文的结果推广和改进了

已有文献中的结论。
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! ! 大量排序问题的研究中都假定工件的加工时间是一个常数，但是在现实的环境中，机器的效率可能由于

机器使用时间的增加而降低，从而导致工件的加工时间可能随着开工时间的增加而增加，这种现象被称之为

退化现象。O-,P.: 和 Q:?25/(5［$］首先研究了具有退化工件的排序问题，即工件的实际加工时间是其开始时

间的线性递增函数。对目标函数为极小化最大完工时间期望的单机排序问题给出了最优排序。近年来，具

有退化效应的排序问题已经受到了广泛关注，并取得了许多研究成果。L,;2:5,9［"］考虑了简单线性退化的

排序问题，证明了最大完工时间、加权总完工时间、最大延误等目标函数都是多项式可解。R,-K,.［I］等人讨

论了工件的加工时间既与它在排序中的位置有关又与它的开始加工时间有关的各种常见经典目标函数的单

机排序问题。12:.3［+］等人总结了加工时间与开工时间相关的排序问题的最新研究，同时也提出了一些尚

未解决的问题。L,;2:5,9［E］讨论了一个单机极小化总完工时间问题，证明了最优排序具有 ! 形性质。另一

方面，在排序中安排维修活动（J/<:F7,K50=5.3 /?<595<=，JLM）的排序问题也受到了一定的关注。S:: 和 S:F
,.［G］首先将维修活动这一概念引入到排序问题中，并且讨论了单机环境中的许多目标函数（ 极小化时间表

长，流时间，加权流时间和最大延迟）。L,;2:5,9 和 >5K.:=［%］讨论了带有优先约束极小化最大完工时间、带有

学习效应极小化最大完工时间和极小化总误工数的排序问题。L,;2:5,9 和 B-,.［*］在 T/.P/(U/-［N］的基础上

考虑具有维修活动和公共工期的单机排序问题，并给出一个多项式时间算法。V2/,［$#］等人讨论了具有维修

活动的两台平行机排序问题，对极小化总完工时间问题和极小化加权总完工时间问题分别给出了一个多项

式时间算法和一个拟多项式时间算法。V2/, 和 W/.3［$$］讨论了加工时间函数为 "#
$ X "$#

%$ 的退化效应和具有

维修活动的极小化最大完工时间的单机排序问题，通过将问题转化为指派问题，证明了此问题是多项式时间

可解。S,K-::［$"］考虑同时具有退化工件与维修活动的排序模型，讨论了单机排序在简单线性退化（>57Y(:
(5.:/- K:<:-5,-/<5,.，>SA）条件下在排序中安排维修活动的最优位置问题，并且在某些特定假设下证明了最

优策略是将维修活动放在排序的中间位置。

! 收稿日期："#$$F #+F #E! ! 网络出版时间："#$$F #%F #%! $%Z ++Z ##

资助项目：国家自然科学基金（6,) $#+%$#NG）

作者简介：刘春来，男，硕士研究生，研究方向为排序理论与算法。

网络出版地址：2<<Y：H H PPP) ?.U5) .:< H U?7; H K:</5( H E#) $$GE) 6) "#$$#%#%) $%++) "#$$#+) G[##") 2<7(



本文扩展了上述文献［!"］中的模型，考虑工件的加工时间是与位置有关的且在排序中可以安排多个维

修活动的单机极小化最大完工时间问题，给出了一个多项式时间算法。

! 问题描述

设有 ! 个工件的集合为｛"!，""，⋯，"!｝，工件在加工过程中都是不可中断的且在开始时间为零时都已到

达。所有工件的基本加工时间相同，设为 !。假设机器可以被维修多次（ 设为 #）且每次维修的时间为 $（ 常

量）。在维修期间，机器不能使用，生产也将停止。对于一个任意给定的排序" %（"［!］，"［"］，⋯，"［!］），当维

修的次数 # 的值固定后，则所有的工件分成了（# & !）组，设每一组有 !’ 个工件，其中 ’ % !，"，⋯，# & !。令

’［ (］表示第 ’ 组中的第 ( 个位置，"’［ (］（ ( % !，⋯，!’）表示第 ’ 组中第 ( 个位置上的工件，)’［ (］ 表示工件 "’［ (］ 的

完工时间。因此，排序" 中包含了一系列工件（共 ! 个）和维修活动（共 # 个）。在排序" 中，连续加工的工

件形成一组，定义为工件组 *。所以，排序" 可记为

" %［*!，+,-，*"，+,-，⋯，+,-，*#&!］

其中 #$% 表示维修活动，#（需要确定的变量）表示维修活动的次数。

令［ (］表示机器没有维修活动发生时排序中的第 ( 个位置，那么在位置相关的简单线性退化条件下，工

件的实际加工时间可以写为［!"］

.［ (］ % !，( % !
!［ (］/［ (］，( % "，⋯，{ !

（!）

其中 !［ (］ 表示被加工工件在第 ( 个位置上的退化参数（位置退化率），/［ (］ 表示相应工件的开工时间。与文献

［!"］相同，笔者设退化参数 !［ (］# !。因此，引用文献［!!］中的标记法，模型可以写为 ! .［ (］ % !［ (］/［ (］，+,- %
# )&’(。

目标是确定安排 #$% 的次数以及安排 #$% 在排序中的位置，从而使目标函数值（即最大完工时间）最

小。

对这一问题沿用文献［!"］中的假设。

假设 !) !［!］ % *，但 .［!］ % !［!］/［!］ % !。

由假设 !，经直接计算可得：在简单线性退化条件下，没有维修活动进行时处在第 ( 个位置的工件的完工

时间可以写为

)［ (］ % "
(

0 % !
（! & !［ 0］） （"）

除了以前关于 #$% 问题的传统假设（如工件加工时不可中断、在维修活动进行期间机器不能加工工

件，维修时间是常量）外，笔者还引入以下假设。

假设 ") 维修活动（#$%）完全恢复工件的加工时间。

假设 +) 排在 #$% 之后的工件获得原始的退化率。

综合假设" 和假设+，可得出维修活动后的工件的加工时间与维修活动前相应位置上的工件的加工时间

相等，那么第 ’ 组中第 ( 个位置上的工件 "’［ (］（ ’ % !，⋯，# & !；( % !，⋯，!）的加工时间表示为

.’［ (］ % !［ (］/［ (］，’ % !；( % !，"，⋯，!!

.’1!，［ (］，’ % "，⋯，# & !；( % !，⋯，!{
’

（+）

给定一排序" %［*!，+,-，*"，+,-，⋯，+,-，*#&!］，对于第一组工件，由（"）式可得

.!［ (］ %
!，( % !

!［ (］"
( 1!

0 % !
（! & !［ 0］），( % "，⋯，!{

!

（,）

类似地，对于第 ’ 组工件（ ’ % "，⋯，# & !），由（+）式和（,）式可得
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!"［ #］ $
!，# $ !；" $ "，⋯，% & !

!［ #］"
# ’!

( $ !
（! & !［ (］），# $ "，⋯，)"；" $ "，⋯，% &{ !

（#）

当一个工件的排序" 给定，安排维修活动的次数 % 确定时，工件 *"［ #］（ " $ !，⋯，% & !；# $ !，⋯，)"）的

完工时间 +"［ #］ 表示为

+!［!］ $ !!［!］

⋯

+!［ (］ $ +!［ (’!］ & !!［ (］ $ "
(

# $ !
（! & !［ #］），( $ "，$，⋯，)!

+"［ (］ $ +"［ (’!］ & , & !"［ (］ $ , &"
)!

# $ !
（! & !［ #］）&"

(

# $ !
（! & !［ #］），( $ !，"，⋯，)"

⋯

+"［ (］ $ +"［ (’!］ &（ " ’ !）, & !"［ (］ $（ " ’ !）, &$
" ’!

- $ !
（"

)-

# $ !
（! & !［ #］））&"

(

# $ !
（! & !［ #］），( $ !，"，⋯，)"

⋯

+%&!，［ (］ $ +%&!，［ (’!］ & %, & !%&!，［ (］ $ %, &$
%

- $ !
（"

)-

# $ !
（! & !［ #］））&"

(

# $ !
（! & !［ #］），( $ !，"，⋯，)%&!

⋯

+%&!，［)%&!］ $ +%&!，［)%&!’!］ & %, & !%&!，［)%&!］ $ %, &$
%&!

- $ !
（"

)-

# $ !
（! & !［ #］））。

" 主要结果

从上面的推导过程来看，! !［ #］ $ !［ #］.［ #］，/01 $ % +%&’ 显然是一个与工件加工顺序无关的问题，对于

一个固定的 % 值，笔者要做的是确定这 % 个 ()* 在排序中的位置以便使最大完工时间最小。

引理 !+ 将 ()* 放在排序的开始位置时不会产生最优排序。

引理 "+ 在最优排序中机器不会有空闲。

引理 $+ 在最优排序中，不会有两个或两个以上的 ()* 相邻。

证明 + 考虑一排序" $［"!
，/01，/01，2"，2#，/01，""

］，其中"!
，""

是序列"的部分排序。

构造得到另外一个排序"!
$［"!

，/01，2"，201，2#，/01，""
］，那么有

+%&’（"）’ +!%&’（"）$ "
)"&)#

# $ !
（! & !［ #］）’"

)"

# $ !
（! & !［ #］）’"

)#

# $ !
（! & !［ #］）3 ,

成立。由此可见，维修活动分开时的目标函数值优于连续进行维修活动时的目标函数值。 证毕

引理-+ 如果排序中没有安排 ()*，对问题 ! !［ #］ $ !［ #］.［ #］，/01 $ , +%&’，工件的任意排序均是最优

排序。

引理 #+ 用 +%
%&’ 表示在排序中安排 % 次维修活动的最优排序的目标函数值，则

+%
%&’ $ %, &$

%&!

" $ !
（"

)"

# $ !
（! & !［ #］））$ %, &$

%&!

" $ !
$
)"

# $ !
!"［ #］ （.）

分组平衡原则 + 假定在一个排序中安排 % 个 ()*，即机器进行了 % 次维修，工件被分成了（% & !）组：

2!，2"，⋯，2%&!，设每组 2" 中有 )" 个工件（ " $ !，"，⋯，% & !），那么有［) 4（% & !）］% )" %［) 4（% & !）］& !。

定理 !+ 对于问题 ! !［ #］ $ !［ #］.［ #］，/01 $ % +%&’，如果 % 值是固定的，那么在最优排序中，每组工件的

个数满足分组平衡原则。

证明 + 考虑一最优排序"，其中安排了 % 个 ()*，则有（% & !）组工件。用 2!，2"，⋯，2%&! 表示这些工
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件组，假如这些组中的工件数不满足分组平衡原则，那么至少存在两组工件 !" 和 !#，其工件数分别为 $" 和

$#，使得 $" % $# 且 $" & $# % !。令" ’［"!
，!"，""

，!#，"#
］，其中"!

，""
，"#

是排序" 的部分排

序。假设工件组 !" 和 !# 分别为

!" ’［("［!］，("［"］，⋯，("［$"］］，!# ’［(#［!］，(#［"］，⋯，(#［$#］］

为了方便起见，将工件 ("［$"］ 记为 (#，把组 !" 中的工件 (# 移动到组 !# 中的最后位置，得到一个新的排序

"!
’［"!

，!!" ，""
，!!# ，"#

］，其中

!!" ’［("［!］，("［"］，⋯，("［$"&!］］，!!# ’［(#［!］，(#［"］，⋯，(#［$#］，(#］

则

)$%&（"）& )!$%&（"）’（$
$"

# ’ !
*"［ #］ +$

$#

# ’ !
*#［ #］）&（$

$"&!

# ’ !
*"［ #］ +$

$#+!

# ’ !
*#［ #］）’ *"［$"］ & *#［$#+!］ ’

!［$"］"
$"&!

# ’ !
（! + !［ #］）& !［$#+!］"

$#

# ’ !
（! + !［ #］）

由于 $" & $# % !，即 $" & ! % $#。可得

!［$"］"
$"&!

# ’ !
（! + !［ #］）& !［$#+!］"

$#

# ’ !
（! + !［ #］）’［!［$"］（! + !［$#+!］）⋯（! + !［$"&!］）& !［$#+!］］"

$#

# ’ !
（! + !［ #］）

又由于退化参数 !［ #］# !，所以

!［$"］（! + !［$#+!］）⋯（! + !［$"&!］）& !［$#+!］ % ’
从而有

!［$"］"
$"&!

# ’ !
（! + !［ #］）& !［$#+!］"

$#

# ’ !
（! + !［ #］）% ’

因此排序"!
的目标函数值小于排序" 的目标函数值，这与排序" 是最优排序矛盾，定理得证。 证毕

对于问题 ! *［ #］ ’ !［ #］,［ #］，-./ ’ 0 )$%&，笔者给出一个多项式时间算法。

算法 !
步骤 !( 令 " ’ ｛’，!，"，⋯，$ & !｝；

步骤 "( 对每一个 0& "，按照分组平衡原则将工件分组，计算相应的目标函数值记为 )0
$%&；

步骤 #( 取 )!$%& ’ $)*｛)0
$%&，（0 ’ ’，!，⋯，$ & !）｝，得到 0 的最优值。

定理 "( 对于问题 ! *［ #］ ’ !［ #］,［ #］，-./ ’ 0 )$%&，算法 ! 能够在 1（$+,- $）时间内找到目标函数的最

优值。

证明 ( 由以上的讨论，对每个固定的 0，第 " 步能在 1（$）时间内解决，第 ! 步执行了 $ 次，第 # 步能在

1（$+,- $）时间内解决，所以算法 ! 的计算复杂性为 1（$+,- $）。 证毕

定理#( 对于问题! *［ #］ ’ !［ #］,［ #］，-./ ’ 0 )$%&，当安排 ./0 的次数 0 确定时，0&｛!，"，⋯，$ & !｝，

按分组平衡原则分组后，若 2 3 !
0｛"

$

# ’ !
（! + !［ #］）&$

0+!

" ’ !
（"

$"

# ’ !
（! + !［ #］））｝，则./0安排在各分组的相应位置；

否则，排序中不安排 ./0。

证明 ( 让 )’
$%& 表示排序中没有安排./0 的最大完工时间，)0

$%& 表示安排 0 个 ./0 的最大完工时间，那

么（"）式给出了 )’
$%& 的表达式。因此，只有当 )0

$%& 3 )’
$%& 时才安排 0 个 ./0，利用（"）式和（1）式，上式

)0
$%& 3 )’

$%& 变为"
$

# ’ !
（! + !［ #］）%$

0+!

" ’ !
（"

$"

# ’ !
（! + !［ #］））+ 02，即 2 3 !

0｛"
$

# ’ !
（! + !［ #］）&$

0+!

" ’ !
（"

$"

# ’ !
（! + !［ #］））｝。

按照分组平衡原则安排 ./0 的位置的最优性由定理 ! 直接得出。 证毕

推论 !( 满足定理 # 的条件，则在排序中安排 0 个 ./0 时：当 $,2 $
0 + ! ’ ’，有一种安排方法，即 3’

0+!

种；当 $,2 $
0 + ! ’ !，有（0 + !）种安排方法，即3!

0+! 种；当$,2 $
0 + ! ’ "，有

0（0 + !）
" 种安排方法，即3"

0+! 种；
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当 !"# !
" # $ $ %，有

（" # $）& " & ⋯ &（" ’ % # %）
%（ % ’ $）⋯$ 种安排方法，即 &%

"#$ 种；当 !"# !
" # $ $ "，有（" # $）种

安排方法，即 &"
"#$ 种。

注 $’ 对于定理 (，当条件 !［ (］# $ 不满足时，即使 " $ $（文献［$%］中讨论的情况），结论也不再成立。

下面给出一个反例。

例 $’ 设 ! $ )，位置退化率分别为：!［$］ $ *，!［%］ $ %，!［(］ $ $，!［+］ $ $
) ，!［,］ $ $，!［)］ $ $，机器维

修一次，维修时间 ) $ $*。

解 ’ 根据定理 (，有

) $ $* * "
)

( $ $
（$ # !［ (］）’ %"

(

( $ $
（$ # !［ (］）$ $)

维修活动应安排在工件排序的正中间，即加工完一半工件后的第 + 个位置，+$
!-. $ %%。然而，如果将维修活动

安排在工件排序的第 % 个位置后进行，那么

) $ $* * "
)

( $ $
（$ # !［ (］）’"

%

( $ $
（$ # !［ (］）’"

+

( $ $
（$ # !［ (］）$ $/，+$

!-. $ %*

优于将维修活动放在排序的正中间，定理的结论不再成立。因此条件 !［ (］# $ 必须满足。

( 结束语

现实生活中，人们总是希望机器能够保持效率连续工作。但事实上经常会出现机器需要维修来提高效

率。本文探讨了与位置相关的具有退化效应的单机排序问题。在笔者的模型中，维修活动可以安排多次，在

维修活动之后，机器能够恢复到初始的状态。要达到的目标是决定是否安排维修活动，安排几次，以及安排

在工件排序中的位置以便使最大完工时间最小。对这一问题，笔者给出了多项式时间最优算法。这一模型

的其他目标函数以及加工环境等问题有待进一步研究。
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