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摘要：125J’7: 首次提出渐近非扩张非自映象、一致 !FK5L;?25<M 非自映象的定义，并证明了所引入的迭代序列强收敛

于渐进非扩张非自映象的不动点。本文引入渐近拟伪压缩型非自映象的概念。设 " 是实 N/./?2 空间，# 是 " 的收

缩核，$ 是从 " 到 # 上的非扩张收缩映象，% 是一致 !FK5L;?25<M 的渐近拟伪压缩型非自映象，在对参数的一些限制条

件下，给出了带误差修改的 C;25O/P/ 迭代序列强收敛于 Q 的不动点的充要条件，即存在［#，R S ）上的严格增加函数

!（ &），!（#）T #，使得(57 ;’L
’"S

5.0
(（)’ R $ U )!）#*（)’ R$ U )!）

［〈%（$%）’ U$)’ R$ U )!，(（)’ R$ U )!）〉U +’$)’ R$ U )!$" R !（$)’ R$ U

)!$）］%#。目的是把对渐近拟伪压缩型自映象的迭代结果推广到渐近拟伪压缩型非自映象，从而推广了以前的结

果。

关键词：实 N/./?2 空间；一致 !FK5L;?25<M 非自映象；渐近拟伪压缩型非自映象；迭代序列；不动点

中图分类号：B$%%) V$ 文献标志码：W! ! ! 文章编号：$G%"F GGVI（"#$$）#+F ##$$F #E

! ! $V%" 年，X,:Y:( 和 D5-O 在文献［$］中引入了渐近非扩张映象。$VV$ 年，>?2’ 在文献［"］中引入了渐近

伪压缩映象。"##I 年，125J’7: 在文献［I］中引入了渐近非扩张非自映象，一致 !FK5L;?25<M 的非自映象。有

许多作者对渐近非扩张映象，渐近伪压缩映象，渐近非扩张非自映象不动点的迭代逼近问题进行了研究，并

得到大量结果。最近，向长合在文献［+］提出渐近拟伪压缩型映象，并证明了一致 !FK5L;?25<M 的渐近拟伪压

缩型映象迭代收敛的充要条件。受到这些文献思想的启发，本文引入了渐近拟伪压缩型非自映象，讨论了其

不动点的逼近问题，所得结果是对文献［IF+］等相应结论的推广。

$ 预备知识

设 " 是实 N/./?2 空间，其对偶空间 "!，映象 * 是从 " 到 "! 的正规对偶映象，即

*（)）, ｛-# "!：〈)，-〉, $)$" , $-$"，$)$ , $-$，&)# "｝

其中，〈·，·〉表示 " 到 "! 的广义对偶对，用 * 表示单值正规对偶映象。

定义 $［E］! 设 # 是 N/./?2 空间 " 的非空子集，# 称为 " 的收缩核，若存在从 " 到 # 上的连续映象 $，使

得 $) , )，&)# #，这时 . 称为 " 到 # 上的收缩映象。

定义 "［I］! 设 # 是 N/./?2 空间 " 的收缩核，具有收缩映象 $："" #。% 是从 # 到 " 的映象。

$）称 % 是渐近非扩张的非自映象，如果存在｛+’｝’［$，S），(57
’"S

+’ , $，使得

$%（$%）’/$) / %（$%）’/$0$% +’$) / 0$，&)，0# #，’( $
"）称 % 是一致 !FK5L;?25<M 的非自映像，如果存在 !( #，使得

$%（$%）’/$) / %（$%）’/$0$% !$) / 0$，&)，0# #，’( $
定义 I［V］! 设 # 是实 N/./?2 空间 " 的收缩核，具有非扩张的收缩映像 $：" " #，%：# " " 是一致

!FK5L;?25<M 的渐近拟伪压缩型映象。推广的带误差的修改的 C;25O/P/ 迭代序列为

)’1$ , $［（$ / "’ / #’）)’ 1 "’%（$%）’/$0’ 1 #’2’］

0’ , $［（$ / $’ / %’）)’ 1 $’%（$%）’/$)’ 1 %’3’
{
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其中，!! 是 " 中给定的一点，｛#$｝和｛%$｝是 & 中的有界点列，｛!$｝，｛"$｝，｛#$｝，｛$$｝是［"，!］中的数列，且

!$ ’ #$ % !，"$ ’ $$ % !，&$( !。

定义 #$ 设 " 是实 %&’&() 空间 & 的收缩核，具有收缩映象 (：&" "。

!）称 )：&" " 是渐近伪压缩非自映象，如果存在｛*$｝’［!，*），+,-
$"*

*$ + !，&!，,# "，存在 -（! . ,）#

/（! . ,），使得

〈)（()）$.!! . )（()）$.!,，-（! . ,）〉% *$$! . ,$.，&$( !。

.）称 ) 是渐进伪压缩型非自映象，如果存在｛*$｝’［!，* ），+,-
$"*

*$ + !，&,# "，有

+,- /01
$"

{*
/01
!#"

,’2
-（!.,）#/（!., [

）
〈)（()）$.!! . )（()）$.!,，-（! . ,）〉. *$$! . ,$ ] }. % "

3）称 ) 是渐近拟伪压缩型非自映像，若 0（)）非空，&1# 0（)），)｛*$｝’［!，* ），+,-
$"*

*$ + ! 有

+,- /01
$"

{*
/01
!#"

,’2
-（!.1）#/（!.1 [

）
〈)（()）$.!! . 1，-（! . 1）〉. *$$! . 1$ ] }. % "

显然，若映像 )："" & 是渐近非扩张的，那么 ) 一定是一致 245,1/(),67 的，另外，渐近非扩张的非自映象

和具有不动点的渐近伪压缩非自映象以及具有不动点的渐近伪压缩型非自映象都是渐近拟伪压缩型非自映

象的特例。

. 一些引理

引理 !［8］$ 设 & 是实 %&’&() 空间，/：&" &! 的正规对偶映象，则对&-（! ’ ,）# /（! ’ ,），有

$! ’ ,$. %$!$. ’ .〈,，-（! ’ ,）〉，&!，,# &
引理.［#］$ 设%（ 3）是［"，* ）上的严格增加函数，且%（"）+ "，$" 为某非负整数，若当 $( $" 时，4$，5$，

6$，&$，!$ 都是非负数并且满足如下 3 个条件：

!）4$’! %（! ’ 5$）4$ . !$%（4$’!）’ !$&$ ’ 6$；

.）*
*

$ + $"

5$ 7 ’ * ，*
*

$ + $"

6$ 7 ’ * ，+,-
$"*

&$ + "；

3）*
*

$ + $"

4$ + ’ * 。

则+,-
$"*

4$ + "。

3 主要结论

定理 !$ 设 & 是实 %&’&() 空间，" 是 & 的收缩核，具有非扩张的收缩映象 (：& " "。)：" " & 是一致

245,1/(),67 的渐近拟伪压缩型映像，其渐进系数 *$ ( !，且 ) 的不动点集 0（)）非空，任给 !! # "，｛!$｝是由

（!）式定义的序列，｛!$｝，｛"$｝，｛#$｝，｛$$｝’［"，!］，并且满足如下 # 个条件：

!）!$ ’ #$ % !，"$ ’ $$ % !（&$( "）；

.）*
*

$ + "
!$ + * ；

3）*
*

$ + "
!.

$ 7 * ，*
*

$ + "
#$ 7 * ，*

*

$ + "
!$（*$ . !）7 * ；

#）*
*

$ + "
!$"$ 7 * ，*

*

$ + "
!$$$ 7 * 。

&!! # 0（)），则｛!$｝强收敛于 !! 的充要条件是存在［"，’ * ）上的严格增加函数 %（ 3），%（"）+ "，使得

+,- /01
$"*

,’2
-（!$’!.!!）#/（!$’!.!!

[
）

〈)（()）$.!!$’! . !!，-（!$’! . !!）〉. *$$!$’! . !!$. ’ %（$!$’! . !!$ ]） % "

（.）

证明 $ 充分性。0（)）非空，任取 !! # 0（)），假设在［"，* ）上存在严格增加函数 %（ 3），%（"）+ "，使

得（.）式成立，令
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+! ! !"#
"（#$%$&#!）#’（#$%$&#!

[
）

〈(（)(）$&$#$%$ & #!，"（#$%$ & #!）〉& *$$#$%$ & #!$% % "（$#$%$ & #!$ ]）

!$ ! &’(｛+!$，)｝% $
$ ，&$( $

则存在 "（#$%$ & #!）# ’（#$%$ & #!），使得

〈(（)(）$&$#$%$ & #!，"（#$%$ & #!）〉& *$$#$%$ & #!$% % "（$#$%$ & #!$）+ +!$ % $
$ % !$ （*）

由（%）式知+!& ,-.
$"/

+!$ % )，从而+!&
$"/

!$ ! )。记

, ! ,-.｛$-$ & #!$ % $.$ & #!$：$( $｝

由于｛-$｝和｛.$｝都是 / 中的有界点列，所以 , + % / ，由于 ( 是一致 001!.,23!45 的（0( $），并且由（$）式

及（%）式，有

$#$%$ & #!$% ! $)［（$ & #$ & $$）#$ % #$(（)(）$&$1$ % $$-$ & #!］$% %
$（$ & #$ & $$）（#$ & #!）% #$（(（)(）$&$1$ & #!）% $$（-$ & #!）$% %

$（$ & #$ & $$）$
%$#$ & #!$% % %#$〈(（)(）$&$1$ & #!，"（#$%$ & #!）〉% %$$〈-$ & #!，"（#$%$ & #!）〉%
（$ & #$）

%$#$ & #!$% % %#$〈(（)(）$&$#$%$ & #!，"（#$%$ & #!）〉%
%#$〈(（)(）$&$1$ & (（)(）$&$#$%$，"（#$%$ & #!）〉% %$$,$#$%$ & #!$ %

（$ & #$）
%$#$ & #!$% % %#$｛*$$#$%$ & #!$% & "（$#$%$ & #!$）% !$｝%

%#$0$1$ & #$%$$$#$%$ & #!$ % %$$,$#$%$ & #!$ （6）

由于

$#$ & -$$%$#$ & #!$ % $#! & -$$%$#$ & #!$ % , （7）

$#$ & .$$%$#$ & #!$ % $#! & .$$%$#$ & #!$ % , （8）

由（7）、（8）及（$）式得

$1$ & #$%$$ !
$)［（$ & %$ & &$）#$ % %$(（)(）$&$#$ % &$.$］& )［（$ & #$ & $$）#$ % #$(（)(）$&$1$ % $$-$］$%
$［（$ & %$ & &$）#$ % %$(（)(）$&$#$ % &$.$］&［（$ & #$ & $$）#$ % #$(（)(）$&$1$ % $$-$］$ !

$（#$ & %$）（#$ & (（)(）$&$#$）% #$［(（)(）$&$#$ & (（)(）$&$1$］% $$（#$ & -$）& &$（#$ & .$）$%
#$ & %$ （$ % 0）$#$ & #!$ % #$0$#$ & #!$ % #$0$1$ & #!$ %

（$$ % &$）$#$ & #!$ % ,$$$ % &$$ !
［（$ % 0） #$ % %$ % #$0 % $$ % &$］$#$ & #!$ % #$0$1$ & #!$ % ,（$$ % &$） （9）

由（$）式得

$1$ & #!$ ! $)［（$ & %$ & &$）#$ % %$(（)(）$&$#$ % &$.$］& )#!$ %
$（$ & %$ & &$）（#$ & #!）% %$［(（)(）$&$#$ & #!］% &$（.$ & #!）$%

（$ & %$ & &$）$#$ & #!$ % %$$(（)(）$&$#$ & #!$ % &$$.$ & #!$ %
（$ & %$ & &$）$#$ & #!$ % %$0$#$ & #!$ % &$,%（$ % %$0）$#$ & #!$ % &$, （:）

把（:）式代入（9）式得

$1$ & #$%$$%［（$ % 0） #$ & %$ % %#$0 % #$%$0
% % $$ % &$］$#$ & #!$ %

（#$&$0 % $$ % &$）, （;）

令 2$ !［（$ % 0） #$ & %$ % %#$0 % #$%$0
% % $$ % &$］，3$ !（#$&$0 % $$ % &$）,。把（;）式代入（6）式得

$#$%$ & #!$% %（$ & #$）
%$#$ & #!$% % %#$［*$$#$%$ & #!$% & ’（$#$&$ & #!$）% !$］%

%#$0（2$$#$ & #!$ % 3$）$#$%$ & #!$ % %,$$$#$%$ & #!$ （$)）

引入记号

4$ ! $#$ & #!$%，&$( $；’（ 5）! %"（!5），&5( )
($ ! 0#$2$ ! 0#$［（$ % 0） #$ & %$ % %#$0 % #$%$0

% % $$ % &$］ （$$）
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!! " #"!#! $ %$! " #"!（"!%!# $ $! $ %!）% $ %$! （!"）

则（!#）式化简为

&!$! %（! ’ "!）
"&! $ ""!(!&!$! ’ &!&（&!$!）$ ""!#! $ "（’!$)! ’ )!$ $ *!）$)!$! ’ )!$

利用不等式 "&+% &" $ +"，得

&!$! %（! ’ "!）
"&! $ ""!(!&!$! ’ &!&（&!$!）$ ""!#! $ ’!（&! $ &!$!）$ *!（! $ &!$!）"

（! ’ ""! $ ""
! $ ’!）&! $（""!(! $ ’! $ !!）&!$! （!$）

由假设条件 $），%）以及（!!）,（!"）式，有

*
&

! " #
""

! - & ，*
&

! " #
’! - & ，*

&

! " #
!! - & （!%）

因此，""!(! $ ’! $ !! " #（!" & ），)!#，当 !( !# 时，""!(! $ ’! $ !! %
!
" ，令

+! "
! ’ ""! $ ""

! $ ’!

! ’ ""!(! $ ’! $ !!
’ ! "

""!（(! ’ !）$ ""
! $ "’! $ !!

! ’ ""!(! $ ’! $ !!
，.! "

!!

! ’ ""!(! ’ ’! ’ !!

当 !( !# 时，# % +! % "［""!（(! ’ !）$ ""
! $ "’! $ !!］，# % .! % "!!，由（!$）式得

&!$! %（! $ +!）&! ’ "!&（&!$!）$ %"!#! $ .!，&!( !#

由（!%）式及*
&

! " #
"!（(! ’ !）- & ，得*

&

! " !#

+! - $ & ，*
&

! " !#

.! - $ & 。由引理 " 有

’()
!"&

&! " ’()
!"&
$)! ’ )!$" " #

从而得到’()
!"&
$)! ’ )!$ " #，即｛)!｝强收敛于 )!。

必要性。假设｛)!｝强收敛于 )! # /（0），应为 )!# 1，并且 0：1" 2 是渐近拟伪压缩型映象，根据定义，

有

’() *+,
!"

{&
*+,
)#1

(-.
3（)’)!）#4（)’)!

[
）

〈0（50）!’!) ’ )!，3（) ’ )!）〉’ (!$) ’ )!$ ] }" % # （!/）

任取一个在［#，$ & ）上的严格增加函数 (（ 6），满足条件 (（#）" #（例如 (（ 6）" 6），则

’()
!"&

(（$)! ’ )!$）" #

由（!/）式可以推出（"）式成立。 证毕

注 !：若 0：1" 1 是自映像，｛*!｝，｛7!｝是 1 中的有界点列，这时本文定理 ! 就变为文献［%］中的定理

$0 !，因此，本文是对文献［%］的推广。

注 "：由于具有不动点的渐近伪压缩型非自映象是渐近拟伪压缩型非自映象的特例，所以对于具有不动

点的渐近伪压缩型非自映象，也有相应的结论成立。
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