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一类非线性传染率的 >CJC 模型的稳定性
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摘要：考虑具有非线性及时滞的传染率为 !（!）"（ # K "）的 >CJC 传染病模型的动力学行为
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首先，借助于 A’(/? 函数和线性化方法，获得无时滞情形（" M #）的各个平衡点的全局稳定性；其次，应用线性化系统

的方法证明系统的局部稳定性；最后，利用 O=/P’.,9 泛函方法研究无病平衡点的全局稳定性得到结论，推广了 Q) 6)
R,-:5-/ S T’4’/. U/.3 所做的工作。
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! ! $II# 年，A) X’L,-［$］提出 >CJC 模型，它包括 W 个部分，易感人群（!），已感人群（ "）以及恢复人群（&）。

$II% 年，Q) 6) R,-:5-/ S T) U/.3［"］研究了具有一般传染率 !（!）" 的 >CJC 模型，模型为
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由于易感者感染后要经过一段时间后才能感染别人，所以考虑下列具有时滞情形的模型
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其中，$ 表示出生率，% 表示死亡率，# 为恢复率，$ 为免疫失去率，$，%，#，$ 都为正常数，以及 ! Y # 且 !’ Y #。

首先，根据文献［W(G］，将系统（"）转化为下列二维极限方程
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根据文献［W(G］，系统（"）的平衡点的存在性及稳定性都可以通过系统（W）来研究。显然，有下列结论。

引理 $! !" M （ "，&） "##，&##，" N &$ ${ }% 为系统（W）的正不变集。
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根据文献［!］，容易求出系统（"）的基本再生数为
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由基本再生数，得到下列关于系统（"）平衡点存在及其唯一性的结论。

引理 ’( 当 #$)，系统（"）仅有唯一的平衡点 ## $（#，#）；当 # * ) 时，系统除了平衡点 ## 外，还有正

平衡点 #! $（ $!，%!），这里 $! * #，%! * #，以及满足下列方程组
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以后，称平衡点 ## 为无病平衡点，称平衡点 #!为地方病平衡点。

利用不同于 -. /. 0123425 6 78985: ;5:<［’］的方法研究系统（"）时滞情形（即 $ $ #）平衡点的局部稳

定性和全局稳定性，进一步研究时滞系统（"）平衡点的局部稳定性和无疾平衡点的全局稳定性，结论推广了

-. /. 0123425 6 78985: ;5:<［’］所做的工作。

) 无时滞情形（$ $ #）时的阀值动力学

本文考虑系统（"）无时滞的情形，模型为
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文献［’］将系统（>）进行了 ?4@:52= 变换，从而构造出 ?A5B8:1C 函数。下面，直接线性化其系统，根据线

性矩阵特征根的正负从而考虑系统（>）平衡点的局部渐近稳定，再构造 D8E5F 函数证明其全局稳定性。

首先，对系统（>）线性化，有如下结论。

引理 "( 当 # G )，系统（>）的无病平衡点 ## 局部渐近稳定；当 # * ) 时，无病平衡点 ## 不稳定，地方

病平衡点 #!局部渐近稳定。

证明( 很容易求得系统（>）在 ## 处的线性化矩阵为
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计算 )# 的行列式值和迹，有
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显然，当 # G ) 时，=3H )# * #，H2 )# * #，无病平衡点 ## 局部渐近稳定；当 # * ) 时，=3H )# G #，无病平衡

点 ## 不稳定。

当 # * ) 地方病平衡点 #!存在。在 #!处的线性化矩阵为

)! $
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其中

)!) $ + "* "
! + $! + %( )! $! % " "

! + $! + %( )! +（# % !），)!’ $ + "* "
! + $! + %( )! $! % !

计算 )!的行列式值和迹，得
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所以，当 ( ) $ 时，地方病平衡点 ’!局部渐近稳定。 证毕

现在，考虑平衡点的全局稳定，为此，先引入一个引理 *。

引理 *+ 系统（,）在第一象限内不存在极限环和包含有限个平衡点的奇异闭轨线。

证明+ 先证明此引理在 ("内成立。选取 -./01 函数为

)（ %，&）# % % $& % $

且
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因此系统（,）在 ("内不存在极限环和包含有限个平衡点的奇异闭轨线，又由引理 $，系统（,）在第一象

限内不存在极限环和包含有限个平衡点的奇异闭轨线。 证毕

由引理 *，显然有下列结论成立。

引理 3+ 当 ( ’ $ 时，系统（,）无病平衡点 ’( 全局渐近稳定；当 ( ) $ 时，无病平衡点 ’( 不稳定，地方

病平衡点 ’!全局渐近稳定。

现在考虑 ( # $ 的情形。令 +（ %，&）# (，得到 & # #
" & !

%，代入 *（ %，&），得到

$（ %）% % 2"# $( )" %2 & ,（ %2））

根据文献［4-5］，’( 是一个鞍-结点，且在第一象限是全局渐近稳定。 证毕

由引理 6 7 3，可以得出下面结论。

定理 $+ 当 ($$ 时，系统（,）无病平衡点 ’( 全局渐近稳定；当 ( ) $ 时，无病平衡点 ’( 不稳定，地方

病平衡点 ’!全局渐近稳定。

2 时滞情形的稳定性分析

本节主要研究无病平衡点的全局渐近稳定性，以及地方病平衡点的局部稳定。

首先，给出关于无病平衡点稳定性的定理。

定理 2+ 当 ($$ 时，系统（6）的无病平衡点 ’( 全局渐近稳定；当 ( ) $ 时，无病平衡点 ’( 不稳定。

证明+ 在 ’( 处线性化系统（6），得到特征方程为
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其中
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将系统（:）展开，得到

%2 &（# & ! & 2"）% & "（" & ! & #）# 9 % %&" $( )" （% & " & !） （4）

由引理 6 以及系统（4）关于参数 & 的连续依赖性可知，当 ( ’ $，( ’ &%$ 时，% ’ (。假设存在 &(，系统

（4）存在一对共轭虚根 % # ; <’，’ ) (，分离实部和虚部，得到

" $( )" （（" & !）1=> ’&( & ’><? ’&(）# % ’2 & "（" & ! & #）

" $( )" （’1=> ’&( &（" & !）><? ’&(）#（# & ! & 2"）{ ’

整理，得
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其中
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若 & ’ !，!!，!$ ( &，则系统（)）没有实根。因此，系统（*）的所有根实部为负。同理可知，若 & " !，系

统（*）仅有一个零根，而其余的根实部非负。而当 & ( !，!$ ’ &，因此系统（*）至少有一个正根。所以，当

&$! 时，系统（+）的无病平衡点 $& 局部渐近稳定；当 & ( ! 时，无病平衡点 $& 不稳定。

现在研究 $& 的全局稳定性，构造 ,-./0123 泛函，得
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又因为 & ( & 不是系统（+）的解，因此由 ,-./01235,.6.778 不变原理可知，当 & $ ! 时，$& 全局渐近稳

定。 证毕

现在，考虑 $! 的稳定性。

定理 +9 当 & - ! 时，地方病平衡点 $! 局部渐近稳定。

证明 9 在 $! 处线性化系统（+），得到特征方程为
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展开得

%$ ) 0!% ) 0$ ( 8 +%$0+（% ) 0;） （!!）

这里
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由引理 + 以及系统（!!）关于参数 $ 的连续依赖性可知，当 & - !，& 1 $% ! 时，% 1 &。假设存在 $&，系

统（!!）存在一对共轭虚根 % ( 2 <&，& - &，分离实部和虚部，得到
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整理，得
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根据引理 +，有 0$ + 0+0; - &，因此 0$
$ + 0$

+0
$
; - &。

因为
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因此，不存在这样的实数$，使得系统（#!）成立，故满足系统（##）的%都具有负实部。所以)! 局部渐近

稳定。 证毕
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