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关于 ! 折对称点的正系数解析函数类的几个性质
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摘要：引入了两类关于 ! 折对称点的具有正系数的解析函数类 "（!，!）和 #（!，!），利用式子 $!（"# %） & "# $!（ %），

$
!"

!’$

# & #

%$ (（"# %）
$!（ %） &

%$ (!（ %）
$!（ %） 和复分析中的一些方法得到了包含关系；通过计算并利用级数性质得到这两类函数的系

数不等式的充分条件；利用引理得到这两类函数的系数不等式的必要条件；最后利用系数不等式得到增长定理、凸

的线性关系等，得到了准确的结果。
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! ! 用 ) 来表示在单位圆 * & ｛% L % + $｝内解

析，且具有如下形式的泰勒展开式

$（ %）& % ,"
M

- & "
.-%

- （$）

的函数 $构成的函数族。/表示)中的单叶函数子族。

用 /!（!），0（!）分别表示通常的!级星像函数类和

! 级凸像函数类，它们都是 / 的子类，分别满足不等

式 N: %$ (（%）
$（%） 1 !和N:（%$ (（%））(

$ (（%） 1 !，其中##! +

$。用 2 来表示在单位圆 * & ｛% L % + $｝内解析且

满足条件2（#）& $，N:2（ %）1 # 的全体函数所构成

的函数族。用 " 表示 / 中且具有如下形式的泰勒展

开式

$（ %）& % ,"
M

- & "
.-%

-（.- $ #） （"）

的子族。

本文介绍了两类关于 ! 折对称点的函数族，得

到了一些结果。

定义 $! 设 $ + ! + "，若 $（ %）% " 且满足

N: %$ (（ %）
$（ %） + ! （K）

则称 $（ %）% "（!）。

若 $（ %）满足

N:（ %$ (（ %））(
$ (（ %） + ! （+）

则称 $（ %）% #（!）。

定义 "! 设 $ + ! + "，若 $（ %）% " 且满足

N: %$ (（ %）
$!（ %） + ! （E）

则称 $（ %）% "（!，!）。

若 $（ %）满足

N:（ %$ (（ %））(
$ (!（ %） + ! （G）

则称 $（ %）% #（!，!）。其中

$!（ %）& $
!"

!’$

$ & #
" ’$ $（"$%），" & :

"!3
!

显然有 "（$，!）& "（!），#（$，!）& #（!）。

"（!），#（!）见文献［$］。

对于单位圆内的解析函数类的性质，国内外的

许多学者进行了研究。特别对于其中函数的泰勒展

开式的系数是负数时，有许多这方面的工作［$’+］。对

于函数的泰勒展开式的系数是正数的解析函数类，

文献［E4$#］也有相关的研究。本文引入了一类具有

正系数的解析函数类，研究它的包含关系、系数不等

式、增长定理、凸的线性关系等问题，得到了一些准

确的结果。

为了定理的证明，这里先介绍一个相关的引理。

引理 $［$$］! 5（ %）% 2’5（ %）& $ , %（ %）
$ ’ %（ %），其中

函数 %（ %）在 * & ｛%： % + $｝上解析，且满足

%（#）& #， %（ %） + $。
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! 主要结果及证明

定理"# 若 !（ "）%#（$，!），则 !$（ "）%#（!）。

证明 # 若 !（ "）% #（$，!），则有

$% "! %（ "）
!$（ "） & ! （&）

在（&）式中用 "#" 代替 "，其中 # ’ ’，"，!，⋯，$ ( "，

可得

$% "
#"! %（"#"）
!$（"#"）

& ! （(）

因为 !$（"#"）’ "# !$（ "），则（(）式可化为

$% "! %（"#"）
!$（ "） & ! （)）

在（)）式中令 # ’ ’，"，!，⋯，$ ( "，并相加可得

$%"
$("

# ’ ’

"! %（"#"）
!$（ "） & $!

即 $% "
$"

$("

# ’ ’

"! %（"#"）
!$（ "） & !

又 因 为
"
$"

$("

# ’ ’

"! %（"#"）
!$（ "） ’

"! %$（ "）
!$（ "）， 所 以 有

$%
"! %$（ "）
!$（ "） & !，即 !$（ "）% #（!）。

用类似的方法可得下面的定理。

定理 !# 若 !（ "）% )（$，!），则 !$（ "）% )（!）。

定理 *# （系数不等式）设 !（ "）%#，则 !（ "）%
#（$，!）的充要条件为

"
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+

* ’!，*(-$+"
*,* # ! ( "（"’）

证明 # 设 !（ "）%#，且 !（ "）%#（$，!），则对于

任意 "% .，有 $% "! %（ "）
!$（ "） & !。即对于任意 "% .，有

$%｛! ( "! %（ "）
!$（ "）｝/ ’。记

!$（ "）’ "
$"

$("

$ ’ ’
" ($ !（"$"）’ " +"

+

* ’ !
,*0*"
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其中 0* ’ "
$"

$("

$ ’ ’
"（*("）$（"$ ’ "）。即

’ & $%｛! ( "! %（ "）
!$（ "）｝ " ’ 1 ’
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所以 ! ( " +"
+

* ’ !
（!0* ( *）,*1
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即 "
+

* ’ !
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令 2$ ! 及 ’ & 1 & "，则

"
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* ’ !
（* ( !0*）,*1

*(" #"
+

* ’ !
（* ( !0*）,*1

*(" # ! ( "

令 1) " ( ，则"
2

* ’ !
（* ( !0*）,* # ! ( "。

再令 2) + 可得

"
+

* ’ !
（* ( !0*）,* # ! ( " （""）

从 0* 的定义有 0* ’ "，* ’ -$ + "，

’，*( -$ + "{
，
（*$!，$，-$"）。

把上式代入（""）式可得（"’）式。当 !*（ "）’ " +
! ( "

（* ( !0*）,*
"* 时（"’）式取等号。

反过来，假设（"’）式成立，则对于任意 " % .，

令
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则 4（’）’ "，且对于任意 "% .，存在

%（ "）’ " ( 3（ "）
!! ( " ( 3（ "）

使得 4（ "）’ " + %（ "）
" ( %（ "），且 %（’）’ ’
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所以由引理 " 可得 4（ "）% 5，即 $% 4（ "）/ ’，

即 $% ! ( 3（ "）
! ( " / ’

因此 $% 3（ "）& !
故 !（ "）% #（$，!）。 证毕
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推论!" 设 !（"）%#，且 !（"）%#（$，!），则%&#
! ’ !
& ’ !(&

（&$ #），当 !&（ "）) " * ! ’ !
（& ’ !(&）%&

"& 时等

号成立。

用同样的方法可得定理 $ 和推论 #。

定理 $" （系数不等式）设 !（ "）%#，则 !（ "）%
+（$，!）的充要条件为

"
%

& )!
（&$ * !）［（&$ * !）’ !］%&$*! * "

%

& )#，&(,$*!
&#%&#! ’ !

推论 #" 设 !（ "）% #，且 !（ "）% +（$，!），则

%& #
! ’ !

&（& ’ !(&）
（&$ #）

当 !&（ "）) " * ! ’ !
&（& ’ !(&）%&

"& 时等号成立。

定理&" （增长定理）设!（"）%#，!（"）%#（$，!），

则对于任意 "% -，有

" ’ ! ’ !
# ’ !

" # # !（ "） # " * ! ’ !
# ’ !

" #

极值函数为 !（ "）) " * ! ’ !
# ’ !

"#。

证明 " 根据定理 ’ 可得
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%
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所以有"
%
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推论 ’" 设 !（ "）% #，!（ "）% #（$，!），则

"： " . ! ’ ! ’ !
# ’{ }! * !（-）* "： " . ! * ! ’ !

# ’{ }!
用同样的方法可以证明定理 ( 和推论 $。

定理 (" （增长定理）设 !（"）%#，!（"）%+（$，!），

则对于任意 "% -，有

" ’ ! ’ !
#（# ’ !）

" # #

!（ "） # " * ! ’ !
#（# ’ !）

" #

极值函数为 !（ "）) " * ! ’ !
#（# ’ !）

"#。

推论 $" 设 !（ "）% #，!（ "）% +（$，!），则

"： " . ! ’ ! ’ !
#（# ’ !{ }）

*

!（-）* "： " . ! * ! ’ !
#（# ’ !{ }）

定理 )" （凸的线性关系）设

!/（"）) " *"
%

& )#
%&，/ "

&（%&，/ $ *，&$ #，/ ) !，#，⋯，0）

且 !/（ "）% #（$，!），则对于函数

1（ "）) "
"
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有 1（ "）% #（$，!）。

证明 " 由 !/（ "）的 1（ "）定义可得
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其中 3& ) "
"

/ ) !
2/%&，/（& ) #，’，⋯）。

因为 !/（ "）% #（$，!）（ / ) !，#，⋯，"），所以由

定理 ’ 可得，对于所有的 / ) !，#，⋯，"，有

"
%

& ) #
（& ’ !(&）%&，/ # ! ’ !

所以 " "
%

& ) #
（& ’ !(&）3& ) "
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（& ’ !(&）"
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所以由定理 ’ 可得 1（ "）% #（$，!）。 证毕

在定理 ) 中令 " ) # 可得推论 &。

推论 &" 函数类 #（$，!）是凸集。

用同样的方法可得定理 + 和推论 (。

定理 +" （凸的线性关系）设

!/（"）) " *"
%

& )#
%&，/ "

&（%&，/ $ *，&$ #，/ ) !，#，⋯，"）

且 !/（ "）% +（$，!），则对于函数

1（ "）) "
"
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"
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有 1（ "）% +（$，!）。

推论 (" 函数类 +（$，!）是凸集。

定理 ," 设 !（ "）) " *"
%

& ) #
%&"

&（%& $ *）令

!!（ "）) "，!&（ "）) " *"
%

& ) #

! ’ !
& ’ !(&
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则 !（ "）%#（$，!）当且仅当存在#&$*，"
%

& ) !
#& ) !，

使得 !（ "）) "
%

& ) !
#& !&（ "）。
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证明 ! 若存在 !!$ "，"
#

! " $
!! " $，使得 #（ $）"

"
#

! " $
!! #!（ $），则
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!!$
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由定理 & 可得 #（ $）% )（*，"）。

反之，若 #（ $）%)（*，"），则由推论 $ 可得 +!#
" & $
! & "’!

（!$ %）。

令 !! "
! & "’!

" & $ +!，!$ " $ &"
#

! " %
!!，则
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#

! " %
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#

! " $
!! #!（ $） 证毕

用同样的方法可得定理 $"。

定理 $"! 设 #（ $）" $ %"
#

! " %
+!$

!（+! $ "），令

#$（ $）" $，#!（ $）" $ %"
#

! " %

" & $
!（! & "’!）

$!（!$ %）

则 #（ $）%,（*，"）当且仅当存在 #!$"，"
#

! " $
#! " $，

使得 #（ $）" "
#

! " $
#! #!（ $）。
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