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行列式的计算方法探讨
!

张 新 功

（重庆师范大学 数学学院，重庆 +###+%）

摘要：行列式计算的技巧性很强。理论上，任何一个行列式都可以按照定义进行计算，但是直接按照定义计算而不

借助于计算机有时是不可能的。本文在总结已有常规行列式计算方法的基础上，结合历年数学专业硕士研究生入

学考试试题特征性进行分析，对行列式的计算方法和一些技巧进行了更深入的探讨。总结出“ 定义法”、“ 化三角形

法”、“用行列式的性质转化为已知的行列式”、“滚动消去法”、“拆分法”、“加边法”、“归纳法”、“ 利用递推降级法”、

“利用重要的结论与重要公式”、“特征值法”等 $# 种计算技巧和途径。
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! ! 行列式是重要的数学工具和概念之一，它来源于解线性方程组。时至今日行列式理论的应用却远不止

于此［$］，它在消元法、矩阵论、坐标变换、多重积分中的变量替换、解行星运动的微分方程组、将二次型及二

次型束化简为标准型、运筹学中线性规划和图与网络理论等诸多的问题中都有广泛的应用，然而这些应用最

终离不开行列式的计算，它是行列式理论中的一个重要问题［$F$#］。行列式是大学数学中重要的计算工具之

一，而高阶行列式的计算，其基本方法和技巧是“化零”和“降阶”，即先利用行列式的性质做恒等变形化简，

使行列式中出现较多的零元素，然后套用特殊的行列式的值来计算（ 如上（ 下）三角行列式［"］）或利用按行

（列）展开定理降低行列式的阶数。因此特将行列式的计算方法归纳总结，并通过对一些大专院校历年典型

研究生入学考试试题的特征进行分析，说明其求解方法与技巧。

$ 定义法

根据行列式定义可知，如果所求的行列式中含的非零元素特别少（一般不多于 "! 个），可以直接利用行

列式的定义求解，或者行列式的阶数比较低（一般是 " 阶或者 L 阶）。如果对于一些行列式的零元素（若有）

分布比较有规律，如上（下）三角形行列式以及含零块形式的行列式可以考虑用定义法求解。
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" 化三角形法

此法是把行列式变换为如下形式：使位于对角线一侧的所有元素全部等于零，次对角线的情形，可以用
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改变行（或列）的次序成相反次序的方法，化到主对角线的情形，所得的行列式等于主对角线元素的乘积。

! 用行列式的性质转化为已知的行列式

若已知某个行列式的值，来求另一个行列式，可利用行列式的定义以及性质找出这两个行列式之间的关

系，从而求出未知的行列式。

例 "［!］# 设 ! 为 ! " ! 矩阵， ! # $ "，把矩阵 ! 按列分块为（!$，!"，!!），其中 !%（ % # $，"，!）是矩阵 !
的第 % 列，则 !! $ "!$，!!"，!$ # # # # # 。（湖南大学，"%%$）

解 # 因为 !! $ "!$，!!"，!$ # !!，!!"，!$ # $ ! !$，!"，!! # &。

’ 滚动消去法

当行列式每两行的值比较接近时，可采用让邻行中的某一行减或者加上另一行的若干倍，这种方法叫作

滚动消去法。一般利用此方法后，最好在化简后行列式的第一行或者列能产生较多的零，以便利用降级法来

做。

例 !［’］# 计算行列式 & #
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解 # 从第二行开始每行减去上一行，有
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( 拆分法

把行列式的某行或者列的各元素均写成量数和，再利用行列式的性质写成两个行列式的和，使问题简化

以便计算。

例 ’［(］# 计算 ’ 级行列式 &’ #
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（安徽大学）

解 # $）当 * # + 时，容易计算得 &’ #（) $ *）’$$［) (（’ $ $）*］。

"）当 *# + 时，将 ’ 列写成两项和 * # * ( %；) # * (（) $ *）。

那么 &’ 可以拆成两个行列式之和，即 &’ #（) $ *）&’$$ ( ,，其中
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因此有 )’ "（# & $）)’&" ( $（# & %）’&"。根据 $，% 的对称性，类似可得：)’ "（# & %）)’&" ( %（# & $）’&"。

作差可得（$ & %）)% " $（# & %）’&" & %（# & $）’&"，即 )’ " $（# & %）’&" & %（# & $）’&"

$ & % 。

# 加边法

将 ’ 级行列式增加一行一列变为 ’ ( " 级行列式，再利用行列式的有关性质简化出结果。

例 $［#］% 计算 ’ 级行列式 )’ "
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（华中师范大学，&!!!）

解 % 利用加边法得
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’ 归纳法

先通过计算一些初始行列式 )"，)&，)( 等，找出它们的结果与级数之间的关系，用不完全归纳法对 )’ 的

结果提出猜想，然后用数学归纳法证明其猜想成立。

例 #% 计算 ’ 级行列式 )’ "
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（广西大学，兰州大学）

解 % 由于 )" " )*+ !，)& " &)*+&! & " " )*+ &!，因而猜想 )’ " )*+ ’!。现在用第二数学归纳法来证明。

当 ’ " " 时结论成立。归纳假设结论对% ’ & " 都成立，再证明 ’ 时，对于 )’ 按照最后一行展开得
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!" # !!"$"#$% ! $ !"$! # !#$% !#$%（" $ "）! $ #$%（" $ !）! #
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& 利用递推降级法［’］

如果一个行列式在元素分布上比较有规律，则可设法找出 " 级行列式 !" 与较低级的行列式之间的关

系，以此类推来计算行列式的值。

(）如果 " 级行列式满足关系式：&!" % ’!"$" % ( # )。一般通过在寻找 !" 与 !"$" 之间的关系，进而形成

一个以 !"，!"$" 为未知量的二元一次方程组，求出 !"。

*）如果 " 级行列式满足关系式：&!" % ’!"$" % (!"$! # )，则作特征方程 &)! % ’) % ( # )。

!）若特征方程的判别式 "# )，则特征方程有两个不相等的根：)"，)!，则 !" # *)"$"" % +)"$"! 。其中 *，+
为待定系数，令 " # "，!，求出 *，+。

"）若特征方程的判别式 " # )，则特征方程有两个相等的根：)"，)!，则 !" #（* % "+）)"$"" 。其中 *，+ 为

待定系数，令 " # "，!，求出 *，+。

例 ’+ 计算 " 级行列式 !" #
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（北京航空航天大学）

解 + 按照第一行展开得 !" # !!"$" $ "
, !"$!，作特征方程 ,)! $ &) % " # )，解得 )" # ! %!-

! ，所以 !" #
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/ 利用重要的结论与重要公式

将已知的行列式化为熟悉的公式，如范德蒙公式，三角形式（上或者下三角形行列式）以及利用拉普拉

斯定理等重要结论。

例 &+ 计算行列式 !"%" #

&" （& $ "）" ⋯ （& $ "）"

&"$" （& $ "）"$" ⋯ （& $ "）"$"

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

& & $ " ⋯ & $ "
" " ⋯ "

（兰州大学，云南大学）

解 + 将第 " % " 行与上面各行作两两对换，将它换到第" 行，经过 " 次对换，再将第 " 行作两两对换，⋯，

直到第 ! 行作一次对换放在第 " 行。得
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!# 特征值法

设 !!，!!，⋯，!" 是 " 级矩阵 ’ 的全部特征值，则有公式 ’ $ !!!"⋯!"。故只要能求出矩阵 ’ 的全部特

征值，那么就可计算出 ’ 的行列式。

例$［%］& 若!!，!"，⋯，!" 是 "级矩阵’的全部特征值，证明：’可逆的当且仅当它的特征值全不为零。（华

南理工大学）

证明 & 因为 ’ $ !!!"⋯!"，则

’ 是可逆的& ’ # #&!!!"⋯!" # #&! ( # #（ ( $ !，⋯，"） 证毕

本文根据近年来出现在数学专业的研究生入学考试试题比较详细地总结了计算行列式的方法，具体计

算行列式时一般是将几种方法结合起来使用，而不是单独使用一种方法，这需要具体问题具体分析。
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