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全局连续的分段最小二乘曲线拟合方法
!

侯超钧，曾艳姗，吴东庆，杨志伟

（仲恺农业工程学院 计算科学学院，广州 D$#""D）

摘要：针对传统最小二乘的曲线拟合方法不适合单一应用在具有复杂结构的试验观测数据中，本文提出一种满足全

局连续性约束的多分段区间的最小二乘数据拟合方法。通过把每个相邻分段点上要求拟合连续的约束条件转化成

一个矩阵等式 !! I #，建立一个只包含线性等式约束的最小二乘模型76.
!
""! J #""，最后通过应用拉格朗日的乘数

方法推导出最小二乘解 !。本文的拟合方法在分段点上具有良好的拟合效果并满足全局连续，模型系数求解具有简

单的显式表达式，易于编程数值计算。
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! ! 在工程实践与科学实验中，常常需要从一组带噪声的试验观测数据（$%，#%），% I $，"，⋯，& 中找出自变量

$ 与因变量 # 之间隐含的函数关系，一般采用数据拟合的办法来产生近似函数 # I ’（$）。其中，线性最小二

乘方法是解决曲线拟合问题的常用方法，通过采用一组简单合适的、线性无关的基函数来逼近试验数据，可

以有效得出总体经验误差最小的拟合函数 ’（$）［$］。

对于具有多个显著局部特征的试验观测数据，在全局定义域上应用一组基函数，将会得到性能较差的拟

合函数。一种解决手段是采用分段曲线拟合，在每段区间上进行局部最小二乘拟合。然而，拟合函数在区间

分段点上不一定连续，在相邻区间边界附近的拟合效果不理想［"(K］。其中，文献［D(*］提出多项式基函数的

全局连续拟合方法，但只限于 " 个分段区间。文献［M］给出多分段区间、全局连续的曲线拟合方法，但基函

数只限于一次多项式。文献［)］提出分段区间重合的拟合方法，由每 K 个数据点决定一个三次曲线，但分区

间太密，不适用于密集的数据拟合。目前的研究方法还没有一个可以描述全局连续的分段曲线拟合的有效

模型，以及相应的有效求解方法。

本文提出一种全局连续的多区间最小二乘曲线拟合方法，把全局连续性约束的分段拟合问题转化为带

等式约束的误差最小化模型，通过拉格朗日乘数法推导出模型的最小二乘回归系数。本文方法在实际应用

中具有以下优点：$）分段点上具有良好拟合效果，符合实际数据的连续性变化要求，从而避免拟合函数在分

段点上的二义性；"）模型的回归系数求解具有简单的显式表达式，易于数值计算；G）方法对分段区间个数与

观测数据规模的限制较小，在各个分段区间上可以采用不同的基函数组，容易编程实现。

$ 两段区间的全局连续的最小二乘模型

! ! 假设 有 试 验 观 测 数 据（ $%，#% ），% I $，"，⋯，&，可 分 为 两 个 数 据 集 )$ I （$（$）
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要确定的拟合函数 ’（$）的形式为
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其中 !!（""）# !$（""），#（$）{ }%
&$
% # !是给定在 ’$ 上一组线性无关的基函数，&$ 是 ’$ 上基函数的个数，基函数一般

可取简单形式的函数，如 !，"，"$，%&’" 等，不同数据集上可以选取不相同的基函数组。 !（$）{ }%
&$
% # ! 则是待确定

的回归系数，则使总体拟合误差最小且在 "" 上连续的两分段最小二乘回归模型为
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则模型（$）可用矩阵向量形式表达：

(&’
!!，!$
"+!!! ) *!"
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%+ ,+ -.!!! # -.$!$ （/）

其中 -$&［#（$）（""）］.。拉格朗日函数为 .（!!，!$，"）#"+!!! ) *!"
$ *"+$!$ ) *$"

$ * $"（ -.!!! ) -.$!$），

由求多元函数极值的必要条件［0］，有
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由（1）式的头两个方程可整理得

!! # /!! ) "（+.
!+!）) ! -!，!$ # /!$ * "（+.

$+$）) ! -$ （2）

其中 /!$&（+.
$ +$）

) !+.
$ *$，$ # !，$。把（2）式中 !! 与 !$ 的表达式代入等式 -.!!! ) -.$!$ # "，可解得

" #
-.! /!! ) -.$ /!$

-.!（+.
!+!）) ! -! * -.$（+.

$+$）) ! -$
（3）

然后把 " 回代入（2）式，得到最小二乘回归系数 !! 与 !$。一般地，实际数据集 ’! 与 ’$ 都可以保证

（+.
!+!）) !与（+.

$+$）) !是非退化的，从而 !! 与 !$ 有唯一解，即拟合函数 !（"）是有效的。以下将以矩阵向量

的形式推广到一般的多分段全局连续的最小二乘模型。

$ 多分段区间的全局连续的最小二乘模型

考虑 0 个数据集 ’$ #｛（"（$）
) ，*（$）

) ）($
) # !｝，$ # !，$，⋯，0，它们在实数轴上分为 0 个区间，’$ 中的数据满足

"$ ) !#"（$）
) #"$，!#)#($，其中 "$ 是 ’$ 与 ’$ * ! 的分段点，约定 "" # ) 4 ，"0 # * 4 。令 * #［*.
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其中 + 是%0
$ # !($ 6%

0
$ # ! &$ 的对角块矩阵，+$ 是 ’$ 中的数据根据基函数组 #（$）{ }%

&$
% # ! 所生成的矩阵，1 是

（0 ) !）6%0
$ # !&$ 的块矩阵。则多分段区间的全局连续的最小二乘回归模型可以表达成
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其中等式约束描述了拟合函数 $（%）在每个分段点｛%&｝处的连续性，即 $&（%&）) $& , -（%&），& ) -，%，⋯，’ $ -。

对（+）式建立拉格朗日函数

(（!，"）)"!! $ ""% , %".#! （/）

其中 " 是长度为 ’ $ - 的列向量。对 (（!，"）求偏导得

’(
’!

) %!.（!! $ "）, %#." ) *

’(
’"

) #!{ ) *
（-*）

由（-*）式的第 - 个等式可得

! ) )! $（!.!）$ -#." （--）

其中 )!&（!.!）$ -!."，把 ! 的表达式代入（-*）式第 % 个等式，可解得

" )［#（!.!）$ -#.］$ -#)! （-%）

由此把 " 表达式代入（--）式即得最小二乘回归系数 !。

如果在模型（+）中没有等式约束，即不要求 $（%）在分割点 %{ }& 上连续，此时 " ) *，公式（--）的 ! 就退化

为 )!，由 ! 的块对角性，得 )!& )（!.
& !&）

$ -!.
& "&，与独立求解每个分段上曲线拟合函数的情形一致，! 可看成由

分段上独立最小二乘系数 )! 再加上连续性约束的修正。相对于其他分段区间回归的研究方法，（--）式具有

简单的显式表达式，易于数值计算。

在（--）、（-%）式的矩阵 !.! 的维数一般并不高，只与各分段区间使用基函数组的总个数有关，在密集数

据的最小二乘应用中，通常都远远小于观测数据点个数，在实际数值计算中，还可以根据 !.! 与其逆矩阵都

是对称块对角矩阵的性质，可以进一步简化数值计算复杂度，这将是进一步的研究内容。

0 数值实验

实验采 用 函 数 " ) -%1 $%% 在［** 2，-3］区 间 上 均 匀 间 隔 生 成 0% 个 样 本 点，并 且 加 入 了 高 斯 噪 声

+（*，** %2）组成观测数据（%,，",），, ) -，%，⋯，0%。由图 - 看出有两段曲线趋势不同的区间，这里取分段点

%* ) 4，在两个区间上分别采用线性函数进行拟合，即 -（-）（%）) -（%）（%）)［-，%］。图 % 显示了对每个分段区

间进行独立的最小二乘方法，由于没有在分段点上施加连续性约束，两个分段函数在分段点处出现较大差

异。图 0 则显示了本文采用连续性约束的分段最小二乘方法，利用（2）式计算得 !- )［$ ** 44-，%* %25］.，

!% )［56 532，** %*3］.，即分段拟合函数为

$（%）)
$-（%）) -（-）（%）·!- ) $ ** 44- , %* %25%，%#%*

$%（%）) -（%）（%）·!% ) 5* 532 , ** %*3%，%$%{
*

（-0）

显然相比图 %，采用（-0）的拟合函数的更符合实际数据的连续性变化趋势。

接着考虑以下定义的分段函数

.（%）)
** 3（% , -）， $ 0#%# $ -
$ %% , -， $ -#%#-
$ ** 3（% $ -）， 7 -#%#

{
0

（-4）

分别在［ $ 0，$ -］，［ $ -，-］与［-，0］内各生成间隔为 ** % 的 -* 个样本点，并且加入了高斯噪声

+（*，** -%2%）组成 0 个数据集 /-，/%，/0，见图 4。该实验采用 0 个分段区间，两个分段点 %- ) $ -，%% ) -，其

中 /- 与 /0 采用线性函数拟合，/% 采用二次函数拟合，即 -（-）（%）) -（0）（%）)［-，%］，-（%）（%）)［-，%，%%］。由

图 2 看到采用独立区间的曲线拟合方法在分段点处有明显的不连续，有较大的数值差异，这对于在分段点附

近的拟合值存在较大的二义性。图 3 是使用本文具有分段连续约束的曲线拟合方法的示意图，由（--）式可

以计算得 !- )［** 3*4，** 3%-］.，!% )［** /55，** */*，$ ** /*4］.，!0 )［** /24，$ ** 5/-］.，即分段拟合函数表
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达为

!（"）!

!"（"）! #（"）（"）·!" ! #$ $#% & #$ $’""， ( )#"# ( "

!’（"）! #（’）（"）·!’ ! #$ *++ & #$ #*" ( #$ *#%"’， ( "#"#"

!)（"）! #（)）（"）·!) ! #$ *,% ( #$ +*""， "#"#
{

)

（",）

由图 $ 看出，采用（",）式的分段拟合函数在分段点上是连续的，更符合实际数据的连续性变化趋势。此外，

采用对分段区间进行独立最小二乘方法的总体拟合的均方误差为 %&’ ! #$ "", "，而（",）式计算得 %&’ !
#- "’, "，与样本点的噪声水平相当。可见，增加了连续性约束后 %&’ 的变化不大，是可接受的。

图 ". 两分段的数据样本点

图 ). 带连续约束的分段曲线拟合

图 ,. 三分段的独立曲线拟合

图 ’. 两分段的独立曲线拟合

图 %. 三分段的数据样本点

图 $. 三分段带连续约束的曲线拟合

%. 结论

本文提出一种带全局连续约束的多区间的最小二乘曲线拟合方法，在每个分段曲线上可以采用不同的

基函数组。笔者把多分段曲线拟合的全局连续性问题构造成一个只带等式约束的最小二乘模型，并应用拉

格朗日的乘数方法求解矩阵向量形式的最优化问题。本方法具有简单的计算表达式，能满足拟合函数在分

段点上的连续性，数值实验表明了该方法具有较好的拟合效果。
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