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从量子谱到经典轨道：圆形腔中的弹子球
!

张 业 兵

（淄博师范高等专科学校 物理系，山东 淄博 "II$##）

摘要：用半经典的方法来研究粒子经典运动已成为处理某些量子问题必不可少的工具。周期轨道理论已经成为人

们研究定态体系的量子谱和所对应粒子经典运动的关系的主要工具。本文应用周期轨道理论，运用量子谱函数，这

种量子谱函数的傅利叶变换包含了体系内许多经典轨道的信息。以二维无限深圆环势阱为例，利用它们的能量本

征值和本征函数，用态密度公式计算周期轨道的情况下，量子能态密度的傅立叶变换 !（!）。在 !（!）
"

随 ! 变化

的函数图像中得到了一系列的峰，量子峰的位置与用经典方法得到的轨道长度符合得很好，这不但证明经典行为和

量子行为具有很好的对应，同时也显示这种半经典的方法是连接经典与量子的一座很好的桥梁。
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! ! 自量子力学诞生以来，量子体系和经典体系的

对应关系一直是人们感兴趣的问题。从 K+:LM3--8,
提出态密度的周期轨道理论以来［$］，对可积和混沌

体系运动行为的经典力学和量子力学之间关系的研

究就一直延续不断。用半经典的方法来研究粒子的

经典运动已成为处理某些量子问题必不可少的工

具。近年来，纳米器件、微腔结构及其输运问题［"］已

经成为人们研究的前沿课题。而量子台球可以作为

研究它们的理想模型，无论在可积或量子混沌系统

中，对理论和实验都具有很好的指导作用。人们应

用周期轨道理论已经研究了许多体系中一个粒子量

子化的本征值谱和经典轨道之间的对应关系［BGI］。

本文应用半经典周期轨道理论的思想，通过定

义量子谱函数，研究了量子台球在二维圆形无限深

势阱体系中的经典轨道与量子谱的关系，对于圆形

体系无限深势阱体系，弹子球运动的本征波函数是

整数阶的贝塞尔函数，利用边界条件，可以得到精确

的数值解。用几何方法找出了经典轨道的信息（ 形

状、轨道长度），并把这些轨道和体系的傅立叶变换

量子谱的峰值位置一一对照。

$ 量子谱函数

考虑一个质量为 " 的粒子（为了避免与大家熟

悉的量子数相混淆，此处用 " 来表示粒子的质量），

假设体系的 N&53-:*’3&’ 是
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在无限深圆形势阱中，其半径为 (，对应的势能

可表示成
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对应的定态薛定谔方程为
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其中，本征能量和本证函数分别为 ,* 和 $*，* 为标

记量子态量子数。

在周期轨道理论中，最主要的物理量是量子能

态密度
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（$）式中的求和包括所有的定态能量本征值。周期

轨道理论的一个主要结论是，量子能态密度可以写

成半经典形式，近似地写成
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（!）式中的第一项，!"（!）是一个平滑的背景项，随能

量!的变化，!"（!）变化非常缓慢，因此这一项对态密

度的贡献为常数。第二项是最关心的振荡项，""（!）

为轨道的经典作用量，对应着所有的基本轨道（" #
#，⋯，$），$ 表示基本轨道的多次回归（$ # #，⋯，

$）。#% 是在路径积分过程中引入的相位修正。

对于弹子球体系来说，也就是一个在任意形状

的无限深势阱内部运动的自由粒子系统，假设势阱

的面积为 &，势阱的周长为 ’，在边界上体系的波函

数 $ # "，这样平滑的背景项 !"（!）就可以表述为

!"（!）# &
%!

!%
&( )! ( ’

&!
!%
&!!! $

&
%!

( ’
&!

#

!!

（为了方便，计算中取
&!
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# #）。’()* 在研究黑体辐

射问题时对这一项进行了系统的研究，因此通常称

这一项为 ’()* 项。

利用（#）式，在动量空间中，忽略一些不重要的

因素，可以得到相等的态密度
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与（!）式相应的表示，在动量空间中就可以写成
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上式两边同时乘以 (.)’，并对整个动量空间积分，可

以得到离散的能量项
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对于半经典的振荡项，经过傅立叶变换之后，得到
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从（0）式可以看到在 ’函数的峰值出现的地方，对应

着经典轨道 ’ # $’" 的长度。在（0）式中，因为计算

量的限制，不可能取无穷多的数值，只能取有限量的

数值来计算。因此（0）写成
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! 二维圆形弹子球体系的量子表达

一个质量为 % 的弹子球在两维圆形体系中运

动，在极坐标系下定态 1+234/.56(3 方程为
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假设分离变量解的形式是 $（ %，(）# .（ %）)（(），由

此得到角向方程和径向方程分别为
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此处，) # !%!
&!! ，/! 是待定的分离变量常数。归一

化的角向方程解的形式为

)（/）（(）# #
!! !

(./(，/ # "，0 #，0 !，0 0，⋯

角动量本征的值为 ’ # /&，其中 / # "，0 #，0 !，

0 0，⋯ 是角动量量子数 ，“ +”和“ (”分别表示弹子

球沿逆时针和顺时针运动。令 1 # )%，这样径向方程

变成
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这是贝塞尔方程，取整数阶贝塞尔函数作为方程的

解。

由圆的边界条件，3/（).）# "，可以得到能量本

征值是
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4（/，*%）是正则贝塞尔函数 3/（ 1）的第 *% 个零点。为了

更加充分地说明问题，给出了 / 所对应的前几个零

点值

/ # "： !5 %" 75 7! &5 87 ⋯

/ # #： 05 &0 95 "! #"5 #9 ⋯

/ # !： 75 #% &5 %# ⋯ ⋯

/ # 0： 85 0& :5 98 ⋯ ⋯

由此得到径向波函数的归一化形式是

3（/，*%）（)%）# ,（/，*%）3（/，*%）（)%），此处，
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.
由此就可以得到圆形势阱中弹子球的能量本征波函

数是
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0 二维圆形弹子球体系运动的经典表

达

; ; 一个质量为 % 的弹子球，在二维无限深圆环体
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系势阱中运动，设半径为 !，弹子球与外壁发生碰撞

时遵循反射定律，则经典的周期轨道的长度可以用

"，#，$ ! 个整数表示，其中 " % "，#，!，⋯ 为回归的次

数，# % "，#，!，⋯ 为粒子与圆壁碰撞的次数，$ % "，

#，!，⋯ 为粒子第一次回到初始点粒子转的圈数，要

求 #" #$。经典周期轨道的长度可以表示成

&"（"；#，$）% "［##!$%&（!$
# ）］

如果 $ 不变，# 无限增大，当 #$’ 时，运动接近圆周

运动，当 $ % " 时，其轨道的总长度就是圆的周长，

$’ "，其轨 道 的 总 长 度 就 是 圆 的 周 长 整 数 倍 即

#!!，(!!，)!!，⋯

&"（"；#$ ’ ，$）% "#!!
特殊情况，粒子由圆上的某点出发，经圆壁反射后直

接按原路径返回到出发点（对应着［#，$］%［#，"］）

以及这种方式的多次回归情况，这种情况轨道的长

度为 & % #"!。

( 圆形体系量子谱的对比

令 ’*+, % "- ...，取能量最低的" ... 个 ()，"* 的

值来描述圆形势阱中弹子球的随 & 的变化情况，并

尽量考虑到了) 的所有取值。在!+ #( &(". 区间，

圆形的量子谱见图 "。

图 "/ 圆形体系的量子谱与经典轨道的对应

弹子球在二维圆形中从某点出发沿直线运动，

并与腔壁产生碰撞，碰撞的过程符合反射定律，最后

又回到原来位置。圆形弹子球体系的部分经典轨道

见图 #，圆形弹子球体系中的量子谱的傅立叶变换

谱峰的位置与经典轨道的对照见表 "。

通过图 "、# 和表 "，可以看出把经典轨道与傅

立叶变换后的量子谱进行对照，可以清楚地看到二

维圆形弹子球体系中的经典轨道与傅立叶变换后的

量子谱中的各个峰有一一对应的关系。表 " 给出了

量子谱的傅立叶变换的峰的位置与经典轨道长度的

对照，发现在误差允许的范围内，每条轨道的长度与

峰的位置基本一致。体系的量子行为与经典行为取

得了很好的对应，同时进一步证明了周期轨道理论

的正确性。

图 #/ 圆形弹子球的部分经典轨道

表 "/ 圆形弹子球体系中的量子谱的傅立叶变换谱峰的

位置与经典轨道的对照

编号 量子峰的位置 经典轨道的形态 经典轨道的长度

" (0 .1 ［#，"］ (0 ..

# 10 #" ［!，"］ 10 #.

! 10 )2 ［(，"］ 10 ))

( 10 -1 ［1，"］ 10 --

1 )0 .# ［)，"］ )0 ..

) )0 !" ［’ ，"］ )0 #-

3 30 23 #［#，"］ -0 ..

- 20 1. ［1，#］ 20 1"

1 结论

本文利用分离变量法求出了二维无限深势阱圆

形弹子球体系的本征值和本征函数，给出精确的数

值解。通过比较它们的傅立叶变换谱和经典轨道，

结果发现量子谱的峰位置与经典轨道的长度在误差

允许的范围内符合得很好，为了便于理解，分别画出

了量子谱的图像、经典运动的轨道图像，列出了二者

的对应表，这些特点可以通过这些表和图清晰、直观

地看出来。从而证明了周期轨道理论的正确性，也

可以看出半经典理论为经典和量子力学提供了很好

的桥梁作用。这种理论可以用来解释光谱学中强电

磁场中的原子结构，为微腔输运中的相关技术，半导
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体微结构设计的连接提供很好的理论模型，当前已

经有人对不同体系的二维弹子球系统做过一些研

究［!"#］。由于半导体器件中电子的输运性质依赖于

腔体的形状，对两维或是三维弹子球系统的动力学

性质的研究，在未来还有较高的应用价值。
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