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有限个 ! 半压缩映象族的强收敛定理
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摘要：设 ! 为一致光滑的 J101@5 空间且是一致凸的，" 为 ! 中的非空闭凸子集，#$，#"，⋯，#$："" " 是 ! 半压缩映

象且为 %&K8(=@58>L810 映象，!#（#，$），公共不动点集非空，并且存在一个映象 ##｛#’：’# (｝是半紧的。｛)*｝是由

)*+$ ,（$ - .*）)* + .*#*)* 确定的迭代序列，#* , #* :-M $ 。在对｛.*｝的一定假设条件下，本文证明了｛)*｝强收敛

于 #$，#"，⋯，#$ 的一个公共不动点。
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伪压缩映象是一类非常重要的非线性映象。近年来，对许多作者对严格伪压缩映象、强伪压缩映象及渐

近严格伪压缩映象都进行了研究，得到了大量的成果。最近，4) Q) 458M.:’ 和 91=’’/ &515L1M 在文献［$］中

证明了 ! 严格伪压缩映象的弱收敛定理。

本文受文献［$］的启发，在 ! 为一致光滑的 J101@5 空间且为一致凸的条件下，对于更广泛的 ! 半压缩

映象族，得到了强收敛性定理。

$ 预备知识

设 ! 为实 J101@5 空间，!! 是 ! 的对偶空间，/ 是从 ! 到 "!! 的正规对偶映象［$］

/（)）, ｛0# !!：〈)，0〉, $)$" , $0$"｝

其中，〈·，·〉表示 ! 与 !! 间的广义对偶对。

定义 $［!］! 称 #："" " 为 ! 半压缩映象，如果对 !#［#，$），%)#1（#），2# 3（#），存在 4（) - 2）#
/（) - 2）使得

〈#) - 2，4( )) - 2 〉!$) - 2$" - !$) - #)$" （$）

注 $! （$）式也等价于

〈) - #)，4（) - 2）〉& !$) - #)$"

并且一个映象为 ! 半压缩映象不一定为伪压缩映象。

例! #：［#，H］"［#，H］，#) , ") - I，)#［"，H］

#，)#［#，"{
）

，# 是 $ 半压缩映象和 "D K8(=@58>L810 ，取 ) , H，5 ,

$ ，则〈#) - #5，) - 5〉, E ’ I , $) - 5$" 。

定义 "［H］! 设 "!（ 6）：［#，"）"［#，"）映象，! 的光滑模是指

"!（ 6）, =.(｛$) + 5$ + $) - 5$ - $
" ：$)$ , $，$5$( 6｝

称 ! 是一致光滑的，是指 28:
6""

"!（ 6）
6 , # 。

注 "［H］! J101@5 空间 ! 是一致光滑的充要条件是，正规对偶映象是单值的且在 ! 的任意有界集上是一

致连续的。
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注 !［"］# 设 ! 是 $%&%’( 空间，则以下的陈述等价：)）! 是一致光滑的；*）!! 是一致凸的；!）! 的范数

是一致 +,-’(-. 可微的。

* 相关引理

引理 )［/］# 设 ! 是实 $%&%’( 空间，"：!" *!! 是正规对偶映象，则

$# $ %$* !$#$* $ *〈%，&（# $ %）〉，%#，%# !，&（# $ %）# "（# $ %）

引理 *［0］# 设｛!’｝，｛"’｝，｛#’｝是 ! 个满足不等式的非负数列：!’$) ( "’!’ $ #’ ，%’#!，若 "’ & )，

)
"

’ ( )
（"’ ) )）* "且)

"

’ ( )
#’ * "，则 123

’""
!’ 存在。

引理 !［4］# 设 + , ) 为一常数，! 为 $%&%’( 空间，! 为一致凸的充要条件是存在一严格递增的凸函数

-：［5，"）"［5，"），其中 -（5）( 5 使得

$$# $（) ) $）%$* !$$#$* $（) ) $）$%$* ) $（) ) $）-（$# ) %$）

%#，%# .+（5）：( ｛## !：$#$ !+｝，$#［5，)］

引理 "［6］# 设 ! 是一致光滑的实 $%&%’( 空间，存在一非减的连续函数 "：［5，"）"［5，"），其中

123
/"5 $

"（ /）( 5 且 "（0/）!0"（ /），0& )，%#，%# ! ，使得

$# $ %$* !$#$* $ *〈%，&（#）〉$ 3%7｛$#$，)｝$%$"（$%$）

! 主要结果

定理 )# 设 ! 是一致光滑的 $%&%’( 空间且是一致凸的，1 是 ! 的非空闭凸子集，2)，2*，⋯，23：1 " 1

是 $ 半压缩映象，$#［5，)），且为 45829:’(2.;2%& 映象，满足 6 ( *
7 ( )

3
6（27）’+，并且存在一个映象 2 #

｛27：7# 8｝是半紧的，对确定的 #) # 1 ，｛#’｝是由

#’$) (（) ) 9’）#’ $ 9’2’#’（’& )）

确定的迭代序列，且满足 2）)
"

’ ( )
9’ ( "；22）)

"

’ ( )
9’

* * "。2’ ( 2’ 3<= 3 ，则｛#’｝有界。

证明# 首先证明｛#’｝是有界的，事实上，取 :# 6，%’& )，有

$#’$) ) :$(（) ) 9’）$#’ ) :$ $ 9’$2’#’ ) :$(（) $ 4）$#’ ) :$ （!）

$#’ ) 2’#’$($#’ ) :$ $ $: ) 2’#’$(（) $ 4）$#’ ) :$ （"）

并且有

$#’$) ) #’$ ( 9’$2’#’ ) #’$( 9’（) $ 4）$#’ ) :$ （/）

所以根据引理 )，由（*）>（/）式有

$#’$) ) :$* ( $（#’ ) :）$ 9’（2’#’ ) #’）$
* ($#’ ) :$* $ *9’〈2’#’ ) #’，&（#’$) ) :）〉(

$#’ ) :$* $ *9’〈2’#’ ) 2’#’$)，&（#’$) ) :）〉$ *9’〈2’#’$) ) #’$)，&（#’$) ) :）〉$
*9’〈#’$) ) #’，&（#’$) ) :）〉($#’ ) :$* $ *9’4$#’ ) #’$)$$#’$) ) :$ ) *9’$$#’$) ) 2’#’$)$

* $
*9*

’$#’ ) 2’#’$$#’$) ) :$($#’ ) :$* $ *9*
’4（) $ 4）* $#’ ) :$* ) *9’$$#’$) ) 2’#’$)$

* $
*9*

’（) $ 4）* $#’ ) :$* ($#’ ) :$* $ *9*
’（) $ 4）!$#’ ) :$* ) *9’$$#’$) ) 2’#’$)$

*

所以有

$#’$) ) :$* (［) $ *9*
’（) $ 4）!］$#’ ) :$*

由)
"

’ ( 5
9*
’ * "，再根据引理 *，可知 123

’""
$#’ ) :$存在，故｛#’｝有界。 证毕

由于｛#’｝有界，由引理 "，存在 ; , 5 ，｛#’｝,.; ( )5 *< ，定义 =：( 3%7｛*;，)｝，下面假定 "（ /）( $/
= ，

/#［5，"），其中 $ , 5 。

定理 *# 设 ! 是一致光滑的 $%&%’( 空间且是一致凸的，1 是 ! 的非空闭凸子集，2)，2*，⋯，23：1 " 1
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是 ! 半压缩映象，!#［!，"），且为 !"#$%&’($)*$+, 映象，满足 # $ *
% $ "

&
#（’%）’+，并且存在一个映象 ’ #

｛’%：%# (｝是半紧的，对确定的 )" # * ，｛)+｝是由

)+," $（" - .+）)+ , .+’+)+（+- "）

确定的迭代序列，且满足 $）)
"

+ $ "
.+ $ "；$$）)

"

+ $ "
.-
+ / "。’+ $ ’+ ./0 & ，则｛)+｝强收敛于 ’"，’-，⋯，’& 的公共不

动点。

证明1 假设 2$.
+""
$)+," - ’+)+,"$ $ " 0 ! ，故存在 &# ! ，当 +& & 时，有$)+," - ’+)+,"$&

"
- ，令

1 $ &3%
+#&

｛$)+ - 2$｝，由（4）式可知

$)+," - 2$- !$)+ - 2$- , -.-
+（" , !）5 $)+ - 2$- - -.+!$)+," - ’+)+,"$

- !

$)+ - 2$- , -.-
+（" , !）51- - .+!

"-
-（%+- &）

故有 ! "-
- .+ !$)+ - 2$- - $)+," - 2$- , -.-

+（" , !）51-

对%3& & ，有

! "-
-)

3

+ $ &
.+ !)

3

+ $ &
（$)+ - 2$- - $)+," - 2$-）, -（" , !）51-)

3

+ $ &
.-
+ $

$)& - 2$- - $)3," - 2$- , -（" , !）51-)
3

+ $ &
.-
+ ($)& - 2$- , -（" , !）51-)

3

+ $ &
.-
+

由于)
"

+ $ !
.-
+ / "，当 3" "时，有)

"

+ $ "
.+ / "，这与已知条件相矛盾，所以 2$.

)""
$)+," - ’+)+,"$ $ ! 。

再证 2$.
+""
$)+ - ’+)+$ $ ! ，%4#｛"，-，⋯，&｝，由引理 6，这是因为

$)+," - 2$- $ $)+ - 2 , .+（’4)+ - )+）$
- ($)+ - 2$- , -.+〈’4)+ - )+，5（)+ - 2）〉,

.+7｛$)+ - 2$，"｝.+$’4)+ - )+$#（.+$’4)+ - )+$）(
$)+ - 2$- - -.+!$)+ - ’4)+$

- , .+7｛$)+ - 2$，"｝.+$)+ - ’4)+$#（.+$)+ - ’4)+$）(
$)+ - 2$- - -.+!$)+ - ’4)+$

- , .-
+!$)+ - ’4)+$

- ($)+ - 2$- - .+!$)+ - ’4)+$
-

所以有 .+!$)+ - ’4)+$
- ($)+ - 2$- - $)+," - 2$-

即)
"

+ $ "
.+ $)+ - ’4)+$

- / "，又

$)+ - ’4)+,"$
- $ $（)+ - ’4)+）,（’4)+ - ’4)+,"）$- (

$)+ - ’4)+$
- , -〈’4)+ - ’4)+,"，5（)+ - ’4)+,"）〉($)+ - ’4)+$

- , -!$)+ - )+,"$$)+ - ’4)+,"$ $
［" , -.+!（" , .+!）］$)+ - ’4)+$

- (［" , -.+!（" , !）］$)+ - ’4)+$
-

再根据引理 5 ，有1 1 1 $)+," - ’4)+,"$
- $ $（" - .+）（)+ - ’4)+,"）, .+（’+)+ - ’4)+,"）$- (

" - .( )
+ $)+ - ’4)+,"$

- , .+$（’+)+ - ’4)+,"）$- (（" - .+）$)+ - ’4)+,"$
- , .-

+!
- $)+ - ’4)+$

- (

（" - .+）（" , -.+!（" , !））$)+ - ’4)+$
- , .-

+!
-$)+ - ’4)+$

- (
（" , .-

+!
-）$)+ - ’4)+$

- , -.+!（" , !）$)+ - ’4)+$
-

因为)
"

+ $ !
.+ $)+ - ’4)+$

- / "且)
"

+ $ !
.-
+ / "，根据引理 - ，有 2$.

+""
$)+ - ’4)+$ 存在，由 4 的任意性，即

2$.
+""
$)+ - ’+)+$存在，又 2$.

+""
$)+ - ’+)+$ $ ! ，所以 2$.

+""
$)+ - ’+)+$ $ ! 。由（8）式可知$)+ - )+-"$"

!，+" ! ，进而有

$)+,% - )+$" !（+" "），%%# (
所以有

$)+ - ’+,%)+$($)+ - )+,%$ , $)+,% - ’+,%)+,%$ , $’+,%)+,% - ’+,%)+$ !
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$!" # !"$%$ $$!"$% # &"$%!"$%$ $ ’$!"$% # !"$ (（! $ ’）$!"$% # !"$ $$!"$% # &"$%!"$%$" "（"" "）

故 #$%
"""
$!" # &"$%!"$ ( "（%% ( !，&，⋯，)）。

因为 &" ( &" %’( ) ，易证，对%*# + ，都有 #$%
"""
$!" # &*!"$ ( " 。由假设，存在一个映象 &#｛&%：%# +｝

是半紧的，不妨设 &! 是半紧的。因此存在一个子序列｛!"%｝.｛!"｝，满足

!"% " !! # ,（ %" "） （)）

因为 &*，*# + 是 ’-*$+,-$./$01 连续的映象，所以由（)）式可知

$!! # &*!!$ ( #$%
%""
$!"% # &*!"%$ ( "，%*# +

这就表明 !! 是 &*，*# + 的公共不动点，即 !! # . ，于是极限 #$%
"""
$!" # !!$存在，故有

#$%
"""

!" ( !! # . 证毕
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