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摘要：在混合图的框架下，给出网络上路段、路径、路径系统、路段 !"#"流、路径 !"#"流及正向路径 !"#"流等定义，并表明

无圈路径系统上的最大流一定是正向路径 !"#"流。设计一个分解路段 !"#"流为路径 !"#"流的多项式时间的分解算法，

并做算法分析证明其可行性与复杂性。给出并证明一个表现分解前后的路段流与路径流之间关系的分解定理。给

出并证明关于路段 !"#"流的收发点的流量守恒公式。进一步讨论两种流的互相转化及其有关性质，特别地，给出了

它们互相转化的方式，并证明了当它们互相转化时流值不变。此项工作改进与推广了 J*,K和 J+-L8,9*’，B*,:8和 >;D

18’及其它学者关于 !"#"流的基础理论工作。
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网络流（48:O*,L .-*O）是一项既古老又年青的数学研究内容。早在上个世纪的中叶 J*,K和 J+-L8,9*’关
于网络流的系列工作就奠定了网络流这一学术研究领域的基础［$DH］。随着社会生产和科学技术的发展，特

别是计算机的飞速发展，实际中不断地涌现出各种各样的网络流问题，顺应着这一时代的潮流，理论界关于

网络流的研究蓬勃发展，有关成果与日俱增，参见文献［IDG］。尽管如此，就目前的文献状况来看，网络流的
基础理论还不够完善，应用技术还需要大力地加强。本文试通过定义混合图网络上的路段 !"#"流与路径 !"#"
流，给出一个分解路段 !"#"流为路径 !"#"流的多项式算法和改进 J+-L8,9*’关于 !"#"流的分解定理等工作，为
促进网络流理论及其应用的发展做一份贡献。

$ 预备知识

本节简略地介绍必要的基础知识。

定义 $! 设 $ P（%，&）是一个图（Q,&R0），这里 %表示该图的全体顶点（>8,:3=89），& 表示其全体边（SKD
189）；当它的每一条边都无方向时，称其为一个无向图（6’K3,8=:8K 1,&R0）；当它的每一条边都有方向时，称其
为一有向图（?3,8=:8K 1,&R0）；当它既有无方向的边，又有有方向的边时，称其为一混合图［)D$#］。
以下当无特殊说明时，所提到的图均可为此 H 种图中的任何一种。
定义 "! 设 $是一个图，’：&"!"（ (（#，) !））是一个 &到 ! T的单值映射，二元组合（$，’）叫做一个

网络（48:O*,L），映射 ’称为 $ 上一个容量（/&R&=3:;）。
定义 H 关于网络（$，’），设 *# &，+和 ,是 *的两端点，称（+，*，,）为一个以 *为边的路段，记为 -（*）。下

面分别用 .（-）和 /（-）表示其始点和终点（当 *有向时，+应为始点，,应为终点；当不必指出 *时，将（+，*，,）简
记为（+，,）；当 *为无向边时，用 - 0 来表示路段（+，*，,））。设 +，1$，1"，⋯，12，,# %，（+，1$），（1$，1"），⋯，（12，
,）是一组无重复边的路段，由这组路段依次首尾相接组成的图形叫做一条 +","道路（+","O&-L）；当 + ( ,
时，称这一道路是闭的。除始点 +和终点 ,以外没有重点的道路叫做一条 +"1"路径（+"1"R&:0），记为 3 (［+，
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!!，!"，⋯，!"，!］；当 # $ %时，称 &为一个路径圈（#$%&’$( )*(+ ,% &-&./ )*(+）。%’#’路径也叫做负向的 #’%’路
径。关于 (，)# *，设 是一族 )’(’ 路径， 是一族 (’)’ 路径，是不同时过 ( 与 ) 的圈组成的集合，则 $
（ $ $ ）称为一个 (’)’路径系统。当 $ %时，称其为无圈的路径系统；当 $ %， $ %时，称其
为正向 (’)’路径系统；当 为 +中的全体正向 (’)’路径时，称其为 +上的最大正向 (’)’路径系统。
定义 01 给定网络（+，,），设 $｛-（.）：.# /｝，(，)# *，若映射 0： " !" 满足

0（ -）& ,（.），.是 +的有向边

0（ -）1 0（ - 2）& ,（.），.是 +{
的无向边

，’.# /和 - $ -（.） （!）

(
-#32（!）

0（ -）$ (
-#31（!）

0（ -），’!#（* 2｛(，)｝）（中介点守恒公式） （"）

这里，32（!）$｛-# ：4（ -）$ !｝，31（!）$｛-# ：5（ -）$ !｝，则称 0为（+，,）上的一个路段（弧段）(’)’

流，简称 (’)’流，或流；!（ 0）$ (
.#31（ (）

0（.）2 (
.#32（ (）

0（.）称为 0的流值。（+，,）上的全体流记为 3［（+，,）］，通常

称 (为发货点，)为收货点。
定义 21 设 为（+，,）上的一个 (’)’路径系统。若映射 6： " !" 满足

(
.#/（&），&#

6（&）& ,（.），’.# / （3）

则称 6为（+，,）上的一个路径 (’)’流，或 上的 (’)’流，简称 上的流，这里 /（&）$｛.：&经过边 .｝；称

*（6）$ (
&#

6（&）2 (
&#

6（&） （0）

为 6的流值。上的全体流记为 3［ ］。当 $ %或 6在 上为4时，称 6为 上无逆 (’)’流；当（ $ ）$ %
或 6在（ $ ）上为 4时，称 6为 上的正向 (’)’流。
命题 !1 设 6为路径系统 上的一个流，!# *（ ）（这里，*（ ）表示 中路径上的点的全体），令
32

&（!）$｛&：&# ，存在 #使（#，!）# （&）｝，31
&（!）$｛&：&# ，存在 %使（!，%）# （&）｝

这里 （&）$｛-：-# &｝，则当 !) (，)时，有 32
&（!）$ 31

&（!），且

(
&#31&（!）

6（&）2 (
&#32

&（!）
6（&）$ 4（中介点守恒公式） （2）

证明 1 设 &# ，由于 !) (，)，当存在 ## *（ ）使得（#，!）# （&）时，有唯一的 %# *（ ），使得
（!，%）# （&）；反之亦然。因此，命题成立。 证毕

定义 51 给定的网络（+，,）和 (，)# *，问题在（+，,）上找一流 0! 使得
*（ 0!）$ 6*7｛*（ 0）：0# 3［（+，,）］｝2 7&8（+，,） （5）

称为（+，,）上的最大 (’)’流问题，简称最大流问题（8*7$6’6 9.,: )%,;./6<）。其中的 0!叫做（+，,）上的一个
最大流或最大流问题（5）式的一个解。设 为（+，,）上的一个路径系统，找 上的流 6! 使得

*（6!）$ 6*7｛*（6）：6# 3［ ］｝$ 7&8（ ） （=）
称为 上的最大流问题。

命题 "1 无圈路径系统 上的最大流一定是正向流。

" 分解算法

这节将给出一个将路段 (’)’流分解为路径 (’)’流的算法，并进行算法分析和根据所建构的算法给出 (’)’
流的分解定理及有关推论。

算法 !1（子程序）输入：网络（+，,），(，)# *和（+，,）上的一个满足｛-# ：9（ -）: 4｝)%的 (’)’流
9；输出：*）（+，,）上的一条 (’)’流路径或一个路径圈（不同时过 (和 )）&! 与正的权 %（&!）；;）（+，,）上的
一个满足 ｛-# ：9!（ -）: 4｝ ; ｛-# ：9!（ -）: 4｝的 (’)’流 9!。这里 ｛·｝表示集合｛·｝中的元素

的个数。

!）从｛-# ：9（ -）: 4｝中取 -!，并置 <：$ 4，=：$ !，!<：$ 5（ -!），!=：$ 4（ -!）。
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!）若 !" ) #，$，执行 "）；若 !" % $，执行 ""）；若 !" % #，执行 """）。

"）若 !" #｛!&，⋯，!"’#｝，从｛!&，⋯，!"’#｝中找 !"( 使 !"( % !"，令 )! %［!"(，!"(*#，⋯，!"］，转 $）；否则，从 中
找（!"，!"*#）使 +（（!"，!"*#））, %，并置 "：% " * #，然后转 !）。

""）若 !& #｛!&*#，⋯，!"｝，从｛!&*#，⋯，!"｝中找 !&( 使 !&( % !&，令 )! %［!&，!&*#，⋯，!&(’#，!&(］，转 $）；若 !& %
#，令 )! %［!&，!&*#，⋯，!"’#，!"］，然后转 $）；否则，从 中找（!&’#，!&）使 +（（!&’#，!&））, %，置 &：% & ’ #，转 ""）。

"""）若 !&#｛!&*#，!&*!，⋯，!"｝，从｛!&*#，!&*!，⋯，!"｝中找 !&(使 !&( % !&，令 )! %［!&，!&*#，⋯，!&(’#，!&(］，转$）；
若 !& % $，令 )! %［!&，!&*#，⋯，!"’#，!"］，然后转 $）；否则，从 （-）中找（!&’#，!&）使 +（（!&’#，!&））, %，置 &：%
& ’ #，转 """）。

$）置 .（)!）% &"’｛+（ /）：/# （)!）｝，做 +! 如下

+!（ /）%
+（ /），/* （)!）

+（ /）’ .（)!），/# （)!{
）
，/#

停机。

命题 $( 算法 # 是可行的，其运算的复杂性为 0（1$），这里 2 % 3 ，1 % 4 。

证明 ( 设（!%，!#）# 且 +（（!%，!#））, %，在 中找（!#，!!），⋯，（!"’#，!"）使［!%，!#，!!，⋯，!"’#，!"］为-中
的路径且 +（（!5’#，!5））, %（#& 5& "），当 !"为 #，或 $，或与某已出现的点重合时停止搜索，称这一做法为一
个（!%，!#）出发的向前运动；在 中找（!’#，!%），（!’!，!’#），⋯，（!&，!&*#）使［!&，!&’#，⋯，!’#，!%］为 -中的路径，
且 +（（!5，!5*#））, %（ && 5&’ #）。当 !& 为 #，或 $，或与已出现的某点重合时停止搜索，称这一做法为一个从
（!%，!#）出发的向后运动，不论是向前还是向后运动，只要不碰上 #，或 $，或重点就可以继续进行；另一方面，
由于 4中只有 1个点，它们最多走 1步，而绝不会无限地进行；这也就是说其结果必然是因为碰上了 #，$或重
点而停止。根据这一事实和算法 #的具体过程可知，算法 #经有限次运算后停机，并在停机时输出一条 #6$6路
径或一个路径圈 )!。至于结论输出权 .（)!）和 +! 是显然的。
最后，根据 .（)!）的定义，命

7（ /）%
%，/* （)!）

.（)!），/# （)!{
）
，/#

则 7是一个流且 7& +，从而 +! % + ’ 7也是一个流，且至少在一个路段上有 +! % %而 +) %。这也就是说，
输出 +! 是满足 /# ：+!（ /）, % 8 /# ：+（ /）, % 的 #6$6流。

综上，算法 #是可行的。现再进一步分析其复杂性。该算法共 $大步，步 #）仅几次运算；由于向前运动和
向后运动最多走 1步，而每步至多 1次运算就可以完成，所以步!）的运算次数是0（1!）；由于一个 #6$6路径或
路径圈中最多含有 1个路段，步 $）的运算次数是 0（1），所以算法 # 的复杂性为 0（1$）。 证毕

算法 !(（分解算法）输入：网络（-，9），#，$# 4和（-，9）上的一个｛/：/# ，:（ /）, %｝)%的 #6$6流 :。
输出：)）（-，9）上的一个 #6$6路径系统 ；*） 上的一个流 ;，且 ;（)）) %，’)# 。

#）置 5：% %，:5 % :， ：% %。
!）若｛/：/# ，:（ /）, %｝)%，置 < % 5，停机；否则，置 +：% :5，调用算法 # 求出 )!，.（)!）和 +!，
然后，令 )5 % )!， ：% $｛)5｝，;（)5）% .（)!）；再置 5：% 5 * #，:5 % +!，转 #）。

定理 #( 算法 ! 是可行的，其运算复杂性为 0（21$），且 & !2。
证明 ( 可行性是显然的。关于复杂性，根据命题 #，在 5 的每次增值以后，｛/：/# ，:5（ /）, %｝都至

少减 #，且 增加 #。又 & ! 2，而当 ｛/：/# ，:5（ /）, %｝ % % 时停机，所以运算的复杂性为

0（21$），且 & !2。 证毕

注 #( 当存在着一个与 1无关的常数 =，使得每条边的平行边的数目都不超过该常数，即2& =1! 时，有

0（21$）% 0（1+），因而算法!是一多项式算法，由于这一条件在大多数情况下都是成立的，所以一般来说算
法 ! 是一多项式算法。
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定理 !"（分解定理）关于算法 ! 中的流 !和 "，有

!（ #）$ (
## （%），%#

"（%），’## （#）

&（ !）$ (
%#

"（%）’ (
%#

"（%）$ &（"） （$）

这里， 与 分别为 中的正与负 ()*)路径。
证明 " 关于 + $ %，&，⋯，, ’ &，做映射 -+ 如下

-+（ #）$
%，#* （%+）

"（%+），## （%+
{

）
，##

则 -+ 是（.，/）上的一个流，且 !+ $ !+’& ’ -+’&，+ $ &，!，⋯，,。由于 !, $ %，有

% $ !,’& ’ -,’& $（ !,’! ’ -,’!）’ -,’& $ ⋯ $ !% ’（(
,’&

+ $ %
-+）

!（ #）$ (
## （%+），%+#

-+ 0 (
#* （%+），%+#

-+ $ (
## （%），%#

"（%），’##

（#）式成立。
根据（#）式，有

(
##10（ (）

!（ #）$ (
##10（ (）

(
%# ，## （%）

"（%）$ (
##10（ (）
［ (

%#（ $ (），## （%）
"（%）］$

(
##10（ (）
［ (

%# ，## （%）
"（%）］0 (

##10（ (）
［ (

%# (，## （%）
"（%）］$ (

%#
"（%）0(

%# (

"（%）

(
##1’（ (）

!（ #）$ (
%#

"（%）0(
%# (

"（%）

其中，2( 表示 中所有过点 (的圈。由此，（$）式成立。 证毕

注 !" 当 ( $ *时，由于在算法 & 的 !）中总是先考虑去掉圈，所以在最后的输出中， $ $ %。
注 ’" 关于 ()*)流的分解问题，&$(! 年 )*+,和 )-./0+1*2给出与证明了文献［’］中的定理 !3 !，!%%% 年

3*+40和 56702给出与证明了文献［8］中的定理 #3 #，本文的分解算法和分解定理改进与推广了这两个定理。
定义 9" 关于 ()*)流 !，分别称算法!所给出的 和 "为由 !导出的路径系统和路径流；称 "在（ $ ）

上的限制为 !的去圈导出流。
推论 &" 关于算法 !中的 !， 和 "，设 ## 10（ (），且 !（ #）4 %，则存在一个过 (而不过 *的路径圈集 (使

得 !（ #）$ (
## （%），%#（ $ (）

"（%）。

证明 " 由（#）式，!（ #）$ (
## （%），%# $ $ ）

"（%）。因为 ## 10（ (），所以｛%：%# ，## （%）｝$ %；

令｛%：%# ，## （%）｝$ (，则其为一个过 (而不过 *的路径圈集，从而推论 & 成立。 证毕

推论 !" 关于 ()*)流 !，有（收发点守恒公式）

(
##10（ (）

!（ #）’ (
##1’（ (）

!（ #）$ (
##1’（ *）

!（ #）’ (
##10（ *）

!（ #）

证明 " 根据（#）式，仿照（$）式的证明可证：&（ !）$ (
##1’（ *）

!（ #）’ (
##10（ *）

!（ #），从而推论 ! 成立。 证毕

推论 ’" 当 !是网络（.，/）上的最大 ()*)流时，关于算法 ! 中的 有 $ %。
证明 " 若 )%，从 中任取路径 %，并命

!&（ #）$ !（ #），#* （%）
"（%），## （%{

）
，##

则 !& 是（.，/）上的一个 ()*)流，且由（#）式与 "（%）) %可知 &（ !&）4 &（ !），这与 !是最大流是矛盾的。因此，
$ %。 证毕

分解算法和分解定理表明了两种 ()*)流之间的密切联系，并且使得可以在多项式时间内将路段流转化
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为路径流，在许多方面，路径流优越于路段流。从定义来看，路段流的约束分有向边与无向边两种情况，而路

径流的约束则是统一的，拿最大流问题来说，推论 ! 说明路段最大流的去圈导出流是一个正向流，这使得从
路径流方面考虑最大流问题可以摆脱“正负混杂”的烦恼。就二者相应的 "#来说，一个带有表现中介点守恒
要求的复杂等式，而另一个则没有。受到以上事实的促动，最后再进一步讨论一下两种流的转换问题。

! 流的转换

处理流的问题经常需要转换其表出形式，本节在上面工作的基础上对两种流的转换问题做进一步的研

究。

命题 $% 设 !为 上的路径流，做 "如下

"（ #）$
(

## （%），%#
!（%），｛%# ：## （%）)%

&，｛%# ：## （%）｝$
{

%
，##

则 "是一个路段流且 &（!）$ &（ "），称其为由 !生成的路段流。
证明 % 由（!）式和（’）式分别知，（(）式和（)）式成立，因此 "是（’，(）上的流。最后，再根据 "的定义，

（$）式以及上面的有关过程得

&（ "）$ (
##)*（ +）

"（ #）, (
##),（ +）

"（ #）$ (
##)*（ +）
［ (

## （%），%#
!（%）］, (

##),（ +）
［ (

## （%），%#
!（%）］$

(
%# $ +）

!（%）, (
%#（ $ +）

!（%）$ (
%#

!（%）, (
%#

!（%）$ &（!） 证毕

根据定理 ) 和命题 $，立刻可以得到下面的结论。
命题 ’% 由路段流 "导出的路径流 !的生成路段流恰好是 "。
命题 *% 给定网络（’，(），设 是 ’上的最大正向 +-.-路径系统。
(）当 "是（’，(）上的一个最大流时，其导出的正向流 !（去圈导出流）在 上的不变延拓 +!（当 !（%）无
定义时规定 +! $ &）是 上的最大流，且 &（ "）$ &（!）；

)）当 !是 上的最大流时，其生成的路段流 "是（’，(）上的一个最大流，且 &（ "）$ &（!）；
!）/%0［（’，(）］$ /%0［ ］。
证明 % 在 (）的条件下，如果+!不是 上的最大流，那么必存在 !( # )［ ］，使得 &（!(）1 &（+!）。设 "(

为由 !( 生成的（’，(）上的流，则
&（ "(）$ &（!(）1 &（+!）$ &（ "）

矛盾。从而，(）成立。在 )）的条件下，如果 "不是（’，(）上的最大流，那么必存在（’，(）上的流 "( 使得 &（ "(）
1 &（ "）。设 !( 为由 "( 导出的正向流在 上的不变延拓，则

&（!(）$ &（ "(）1 &（ "）$ &（!）
矛盾。从而，)）成立。最后，由 (）和 )）与命题 $ 和命题 ’ 知 !）成立。 证毕

本节内容进一步提示了两种 +-.-流的内在联系。特别地，由于一个流在圈上的流量不会影响它的流值，
根据命题 )，推论 ! 和命题 *，对于最大流的存在与求解等问题，仅需在最大正向 +-.-路径系统上进行考虑。

$ 结束语

本文在混合图的框架下给出了路段 +-.-流与路径 +-.-流的定义，并设计了一个分解路段 +-.-流为路径 +-.-
流的多项式算法；根据这一算法改进了 +,-.和 +/012-3,4与 5,-62和 78924关于分解路段 +-.-流的工作［!-$］。
此外，本文还讨论了两种流的转化及有关性质。这些工作对于深化、推广和应用网络流理论具有一定的意义。

最后，衷心地期望本文的工作能够促进网络流的理论与应用的发展。

致谢：衷心地感谢越民义老师的大力指导和帮助！
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