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摘要：给出行反正交矩阵的概念，并着重研究它的中心对称性，得出了以下主要结果：行反正交矩阵是行列对称矩

阵；行反正交矩阵是中心对称矩阵；行反正交矩阵的转置矩阵以及它的行转置和列转置矩阵都是中心对称矩阵；行

反正交矩阵的行转置矩阵的逆矩阵等于它的逆矩阵的行转置，行反正交矩阵的列转置矩阵的逆矩阵等于它的逆矩

阵的列转置；行反正交矩阵的行转置矩阵的转置等于它的转置矩阵的行转置，行反正交矩阵的列转置矩阵的转置等

于它的转置矩阵的列转置。
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! ! 正交矩阵作为一种特殊的矩阵，在整个矩阵理

论体系中具有十分重要的作用，它的广泛应用推动

了特殊类矩阵理论的深入研究。文献［$］讨论了正

交矩阵的性质，文献［"］给出了次正交矩阵的概念，

并研究了次正交矩阵的性质，文献［H］将次正交矩

阵的概念加以推广，给出了亚次正交矩阵的概念，文

献［K］和［C］给出了广义次对称（反次对称）矩阵和

广义次正交矩阵的概念，并讨论了它们的性质及它

们之间的关系，文献［E］研究了 ! D拟次正交矩阵的

性质，文献［J］给出了右转置矩阵、左转置矩阵和全

转置矩阵与正交矩阵的充分必要条件及一些相关结

果。近年来，一些矩阵论工作者对矩阵引入了行转

置矩阵概念［G］，并研究它的一些性质［)D$#］，进而又有

矩阵论工作者讨论了矩阵的行正定性［$$］和行正交

性［$" L $H］问题，但很少有矩阵论工作者讨论行反正交

性问题。因此，在此基础上，本文引入行反正交矩阵

的概念，并着重讨论它的中心对称性，得到了一些新

的结果。为方便讨论，规定 "#$、"!、"M、 " 分别为

矩阵 " 的逆矩阵，伴随矩阵，转置矩阵和行列式，!
表示实数域集合，!$ N % 表示 $ N % 实矩阵，4 O 表示

正整数集合，& 表示 % 阶单位矩阵，’% ( ’ 表示次对

角线上元素全为 $，其余元素全为 # 的 % 阶方阵。

$ 定义和引理

定义 $［G］! 设 " (（)*+）" P$,%，则矩阵 " 的行

转置矩阵与列转置矩阵，并记为 "P 与 "-

即 "P (
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! ! 特别地，若 "P ( "（"- ( "），则 " 称为行（列）

对称矩阵；若 "P ( # "（"- ( # "），则 " 称为行（列）

反对称矩阵；若 "P ( "-，则 " 称为行列对称矩阵。
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!! " #。" "
引理#［$］" 设 $，%"%&’(，则有下列结论：#）$%

" !&$，$) " $!(；!）（$%）% " $，（$)）) " $；

&）（*$）% " *$%，（*$）) " *$)（*"%）；’）（$%）( "
（$(）)，（$)）( "（$(）%；)）（$ + %）% " $% + %%，

（$ + %）) " $) + %)；*）设 % " %(’*，则（$%）% "
$%%，（$%）) " $%) 。

定义!［#&］" 设 $"%(’(，若 $%$ " $$% " *!（其

中 + # *" %），则称 $ 为 *, 行正交矩阵。

特别地，当 * " #，则 $ 称为行正交矩阵；当 * "
- # 时，有 $%$ " $$% " - !，则称 $ 为行反正交矩

阵。

引理!［#!］" 设 $"%(’(，且 $可逆，则（$-#）% "
（$)）-#，（$-#）) "（$%）-#。

引理 &［#&］" 如果 $ " %(’( 为 *, 行正交矩阵

（+ # *"%），那么 $、$%、$) 都是可逆矩阵。

引理’［#’］" $ "（./0）"%(’(，且 $ 为可逆矩阵，

则 $! " $ $-#。

定义 &［#)］" 如果 ( 阶矩阵 $ "（./0）" %(’(，满

足 ./0 " .(-/1#，(-01#（ /，0 " #，!，⋯，(），则称 $ 为中心

对称矩阵。

! 主要结果

定理 #" 如果 $" %(’( 为行反正交矩阵，则有

以下结论：#）$，$%，$) 都是可逆矩阵；!）$ 是行列对

称 矩 阵；&）（$%）( " （$(）%，（$)）( " （$(）)；

’）（$%）-# "（$-#）%，（$)）-# "（$-#）)。

证明 " #）由引理 &，当 * " - # 时，$、$%、$) 都

是可逆矩阵；!）因$是行反正交矩阵，从而$%$ " $$%

" - !，结合引理# 得 !$$ " $!$ " - !，又因 $ 为可逆

矩阵，等式两端右乘 $-# 得 !$ " $!，即 $% " $)，由定

义 # 知，$ 是行列对称矩阵；&）由 !）知 $% " $)，再由

引理 # 得（$(）% "（$)）( "（$%）(，所以（$%）( "
（$(）%，类似地，可以证明（$)）( "（$(）)；’）由!）和

引理! 可知（$-#）% "（$)）-# "（$%）-#，即（$%）-# "
（$-#）%，类似的方法可以证明（$)）-# "（$-#）)。证毕

定理 !" 若 $ "（./0）" %(’( 是行反正交矩阵，

则 $ 是中心对称矩阵 。

证明 " 因为$ "（./0）"%(’( 是行反正交矩阵，

所以有 $%$ " $$% " - !，结合定义 # 得
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$ (#( $ ’ )

$ $ 在上式中，对应元素相等，并且次对角线上的每

个元素都等于 !，从而有

%!"%!’#*!，! $ %!"%#!%%!’#*!，! $ %#!
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所以有 %#" $ %!’#*!，!’"*!（ "，# $ !，"，⋯，!）。即有

%"# $ %!’"*!，!’#*!（ "，# $ !，"，⋯，!）。根据定义 % 可知 (
是中心对称矩阵。 证毕

推论$ 如果 ("" #!+! 是行反正交矩阵（ " $ !，

"，⋯，!），则$
!

" $ !
(" 是中心对称矩阵。

定理 %$ 若 ( $（%"#）" #!+! 是行反正交矩阵，

则

!）(#，(,，(& 都是中心对称矩阵；

"）(’!，（(,）’!，（(-）’! 也都是中心对称矩阵。

证明$ 因 ( 是 ! 阶行反正交矩阵，则有 (#( $
((# $ ’ ) ，结合引理 ! 来证明以上结论。

!）（(#）#(# $ ((# $ ’ )，(#（(#）# $ (#( $ ’
) ，从而（(#）#(# $ (#（(#）# $ ’ )，所以 (# 仍为行

反正交矩阵；同样的方法可以证明 (, 也是行反正交

矩阵；由引理 ! 和定理 ! 的 "）可得

（(&）#(& $（(,）&(& $（((,）& $（((#）& $ ’ )，

(&（(&）# $ (&（(,）& $（(,(）& $（(#(）& $ ’ )
所以（(&）#(& $ (&（(&）# $ ’ )，即 (& 也是行

反正交矩阵；所以 (#，(,，(& 都是行反正交矩阵，从

而也都是中心对称矩阵。

"）由定理 ! 的 ’）可知（(’!）# $（(#）’!，所以

（(’!）#(’! $（(#）’!(’! $（((#）’! $ ’ )，(’!（(’!）# $
(’!（(#）’! $（(#(）’! $ ’ )。所以（(’!）#(’! $ (’!

（(’!）# $ ’ )，即 (’! 是行反正交矩阵。

［（(#）’!］#（(#）’! $［（(’!）#］#（(’!）# $
（(’!）（(’!）# $ ’ )

（(#）’!［（(#）’!］# $（(’!）#［（(’!）#］# $
（(’!）#（(’!）$ ’ ) 。

所以［（(#）’!］#（(#）’! $（(#）’!［（(#）’!］#

$ ’ )，即（(#）’! 是行反正交矩阵。同理，（(,）’! 也

是行反正交矩阵。从而 (’!，（(,）’!，（(#）’! 也都是

中心对称矩阵。 证毕

定理 ’$ 若 ( $（%"#）" #!+! 是行反正交矩阵，

则 (! 是行反正交矩阵。

证明$ 因 ( 是行反正交矩阵，所以 (#( $ ((# $
’ )，从而 )(( $ ’ )，故 (’! $ ’ (。结合引理! 和引理

’ 可知 (! $ ( (’! $ ’ ( (，所以

（(!）#(! $（ ’ ( (）#（ ’ ( (）$ ( "(#( $ ’

)，

(!（(!）# $（ ’ ( (）（ ’ ( (）# $ ( "((# $ ’

)
故（(!）#(! $ (!（(!）# $ ’ )，即(! 是行反正交矩

阵，从而是中心对称矩阵。 证毕

定理 ($ 如果 (" " #!+! 是行反正交矩阵，且 ("

两 两 可 交 换（ " $ !，"，⋯，!）， 则 (!("(%⋯(!，

（(!("⋯(!）
#，（(!("⋯(!）

, 都是中心对称矩阵。

证明$ 因 (""#!+! 为 ! 阶行反正交矩阵，且 ("

两两可交换，所以

（(!("(%⋯(.）#（(!("(%⋯(.）$ (#
! ("(%⋯

(.(!("(%⋯(. $ (#
! ("(%⋯(!(.("(%⋯(. $ ⋯ $

（(-
!(!）（("("）（(%(%）⋯（(.(.）$ ’（)("("）

（(%(%）⋯（(.(.）$ ’（(#
" ("）（(%(%）⋯（(.( .）)

（ ’ !）"（(#
% (%）⋯（(.(.）$ ⋯ $

*+第 ! 期$ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ $ 贾书伟，等：行反正交矩阵的中心对称性



（ ! !）"!!（#$
"#"）%（ ! !）"&

（#!#"⋯#"）（#!#"⋯#"）# % #!#"⋯#"#
#
! #"⋯

#" % ⋯ %（#!#
#
! ）（#"#"）⋯（#"#"）$

!（&#"#"）⋯（#"#"）% !（##
" #"）⋯（#"#"）% ⋯

%（ ! !）"!!（##
"#"）%（ ! !）"&

当 " 为 奇 数 时，（#!#"⋯#"）#（#!#"⋯#"） %

（#!#"⋯#"）（#!#"⋯#"）# %（ ! !）"& % ! &，所以，

#!# "⋯#" 是行反正交矩阵；同理，（#!#" ’ ’ ’ #"）#，

（#!#"⋯#"）( 也 都 是 行 反 正 交 矩 阵， 从 而

#!#"#%⋯#)，（#!#"⋯#)）
#，（#!#"⋯#)）

( 都是中心对

称矩阵；当 " 为偶数时，（#!#"⋯#"）#（#!#"⋯#"）%

（#!#"⋯#"）（#!#"⋯#"）# %（ ! !）"& % & 。所以，

#!# "⋯#" 是 行 正 交 矩 阵；同 理，（#!#"⋯#"）#，

（#!#"⋯#"）( 也都是行正交矩阵。

根据定理 " 的证明方法，可类似地证明行正交

矩 阵 也 是 中 心 对 称 矩 阵，从 而，#!#"#%⋯#)，

（#!#"⋯#)）
#，（#!#"⋯#)）

( 都是中心对称矩阵；所

以，当 #* " #)+) 是行反正交矩阵，且 #* 两两可交换

时，#!#"#%⋯#)，（#!#"⋯#)）
#，（#!#"⋯#)）

( 都是中

心对称矩阵。 证毕

定理 &’ #" 是中心对称矩阵（ "" ( , ）。

证明 ’ 由定理 ) 的结论很容易得到。 证毕

% 结束语

本文着重研究了行反正交矩阵的中心对称性，

得到行反正交矩阵的一些新的性质，它们是文献［*+
!,］和文献［!"+!%］中相关性质的概括、改进和推广，

这对矩阵的理论研究有重要意义。
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