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加工时间可变最大流程时间排序的纳什合作博弈
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摘要:在现实世界中,往往存在一人无法承担一个项目中全部工件加工任务的情况,这就要考虑由多人合作加工的

情形。本文研究工件加工时间是开工时间线性函数的情况下,以最小的最大流程时间作为加工成本的(两人)纳什

合作(加工)博弈问题,每人有一台用于加工工件的机器。通过确定这批工件的一个恰当划分,把工件分配给两台机

器,使得相应的合作(加工)收益分配合理,能够被双方接受。
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  经典排序问题中只有一个“人”(一个自然人或

某一个集体)参与工件加工,然而由于资金、技术和

时间等原因,有时一个“人”无法独立承担一个项目

中所有工件的加工任务,这时就可能要考虑寻找合

作者。这种合作建立在存在所有参与者满意的工件

分配方案的基础上,这就是合作博弈。
纳什[1-2]在研究两人合作博弈问题时定义了纳

什博弈解[1](Nashbargainingsolution,NBS),即是

使得两人合作收益[8]乘积最大的利益分配方案。由

此分配方案出发,任一人为增加自己的收益而主张

的分配方案改变都会导致另一个人的收益减少,即
此分配方案是帕累托有效的(Paretoefficiency)。
纳什[1]进一步证明:如果可行博弈解的连续帕累托

有效(子)集是闭凹的,那么NBS唯一。
当上述帕累托有效(子)集不连续时,称为离散

(两人)合作博弈。Nagahisa和 Tanaka[3],Mariot-
ti[4]和Lahiri[5]在离散合作博弈模型的研究中并没

有假设合作收益函数取整数值,而是对离散的帕累

托有效集提出某些假定,得到了类似NBS唯一性的

性质。陈全乐[6]开创性地将 NBS应用到整数化的

离散合作博弈模型中,考虑成对的两个最优化目标

函数Pt((r1,r2)):r1v1v2+r2min{v21,v22},(t=1,

2)。其中,vi是第i人的整数取值的合作收益,ri=
0,1,…,(i=1,2),(r1,r2)是 maxv1v2 与 max:

min{v21,v22}的权重系数向量。事实上,当r1=1,

r2=0时,就是最大化纳什的目标函数v1v2。陈全

乐[6]说明了满足 maxv1v2 的最优解(v*
1 ,v*

2 )确定

的利益分配方案是在充分考虑能力高的一方收益情

况下兼顾公平的结果。而目标函数max:min{v21,v22}
则强调合作收益分配的公平性。为此,将纳什的最

优化模型加以扩展,通过选取不同的权重系数向量

(r1,r2)得到满足不同主观决策要求———或偏重效

率或偏重公平的最优解集(Discretebargainingso-
lutions,DBS),合作双方在DBS解集的基础上通过

协商确定最终的利益分配方案,该方案未必是帕累

托有效的,但却是双方都能接受的。
顾燕红[7]对文献[6]中提出的Pt((r1,r2))进

行改造,证明使函数Pt((r1,r2))最大的(v*
1 ,v*

2 )
也是帕累托有效的,并改进文献[6]中提出的用于实

现此离散博弈的博弈机制。
陈全乐[6]首先对两人合作加工工件的整数化离

散合作博弈模型进行研究。在此博弈情形中,每个

人的合作收益函数中的加工成本项是经典排序问

题中的某个最小化费用。金霁等[8]最早给出此博

弈情形的中文名称:排序博弈。文献[6,8-12]中对

各种不同的最小化费用确定的加工成本,设计求

解 maxPt((r1,r2))的算法。陈全乐[6]和甘小冰

等[10]设计的动态规划算法适用于所有的(r1,r2)。
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文献[12]中的两个动态规划虽仅针对 maxv1v2,但
也可以求解任意其他的maxPt((r1,r2))。当r1=
1,r2=0且加工成本较为简单时,金霁等[8]和窦文

卿等[9]提出公式化的结论。顾燕红和陈全乐[11]考

虑一方的能力大大高于另一方,并由此在协商工件

分配方案时有一些特权的情况。当合作收益函数与

工件的排序无关时,证明这个问题等价于背包问题,
可以用求解背包问题的算法来确定双方都满意的收

益分配方案。
与文献[8-9]相同,本文研究问题maxv1v2。假

定每人有一台机器用于工件加工,每个工件只需加

工一次,加工时间是其开工时间的函数。研究这类

加工时间与开工时间有关的问题有着积极的现实意

义,它们广泛存在于钢铁、塑料工业和医疗等领

域[13]。例如,有的工件加工有一定的温度要求,如
果工件在加工前温度不够,那么无论是重新加温使

其满足温度要求,还是在不满足温度要求下进行低

温加工,都将导致加工时间的增加。加工成本是取

为最小的最大流程时间minFmax。第2节讨论工件

的加工时间是开工时间的线性函数的情形,第3节

讨论工件的加工时间是开工时间的分段线性函数的

情形。这两个问题都能在多项式时间内求解。

1问题的提出

设有工件集J={1,2,…,n},所有工件在时刻

t0(>0)之后开始加工,每个工件只需加工一次。工

件j的加工时间pj是关于其开始加工时间t(≥t0)
的函数pj=f(t),工件j的完工时间Cj也就是其紧

后工件的开始加工时间,工件j的流程时间Fj=
Cj-t0。现在由两人合作一起加工这批工件,也就是

要将工件集J 划分为两个互不相交的集合X1 和

X2,满足:X1∪X2=J,X1∩X2=Æ,集合Xi(i=1,
2)内的工件由第i人加工。假设每人有一台加工机

器,每加工单位时间的工件会使第i人获得bi个单位

的收益。如果以最小的最大流程时间 minFi
max作为

加工成本,那么收益函数[8]ui=bi∑
j∈Xi

pj-minFi
max。

本文第2节研究工件加工时间pj=f(t)=αt的情

形,其中α(>0)为比例系数;第3节研究工件加工

时间pj=f(t)=
αt,t<T
αT,t≥{ T

的情形,其中T 是一个给

定的常数。对于工件的加工时间是这两种函数时,
这些工件都是相同的,都是从t0时刻可以开始加工,
工件加工时间都只与开始加工的“位置”有关,而且

比例系数是常数α,所以划分工件集时只需要考虑

工件的个数。此时X1、X2 内的工件已经是SPT序

(最小加工时间序),已经使最大流程时间Fi
max为最

小,因而不失一般性,X1 和 X2 可记为 X1={1,2,
…,k}和X2={k+1,k+2,…,n}。从而k是把工件

集J 划分成为两部分分别给两台机器加工的决策变

量。此时,第1台机器加工的工件数是k,第2台机

器加工的工件数是n-k。因此收益函数

ui=ui(k)=bi∑
j∈Xi

pj-minFi
max=bi∑

j∈Xi

pj-Fi
max=

bi∑
j∈Xi

pj- ∑j∈Xi

p
æ

è
ç

ö

ø
÷j =(bi-1)∑

j∈Xi

pj,

其中i=1,2;并且,u1(0)=0或u2(n)=0分别是

第1台机器或第2台机器没有分配工件,都由第2
台机器或第1台机器加工所有工件时的收益值。于

是合作收益函数[8]

vi=vi(k)=ui(k)-ei,i=1,2,
其中(e1,e2)是合作博弈论中的无协议点[14]

e1≥u1(0)=0,e2≥u2(n)=0,
其中ei是第i人不参加这次合作而参与别的商业活

动所能获得的最低收益,也就是第i人参加这个合

作的机会成本。由此,只需要讨论1≤k≤n-1的情

况。根据文献[6]离散化的假设,α,t0,bi和p 都取

正整数值,因而都大于或者等于1,ei取非负整数值。
本文研究以最小的流程时间作为加工成本使得

两人的合作收益函数的乘积v1v2 为最大的两人排

序合作博弈问题。按照参考文献[8]定义的三参数

表示法,此问题(P)可以表示为

G2pj=f(t)v1v2/Fmax。
如果存在某个k,k∈{1,2,…,n-1},使得合作收益

函数vi(k)>0(i=1,2),那么问题(P)的最优解k*

有

v1(k*)v2(k*)=max{v1(k)v2(k)|v1(k)>0,
v2(k)>0,kÎ{1,2,…,n-1}}。

因此,问题(P)可以在O(n)时间内解决。

2加工时间是开工时间线性函数的排

序博弈问题

本节中工件j的加工时间为pj=αt,所以X1 中

各个工件的完工时间为

C1=t0+αt0=(1+α)t0,

C2=C1+αC1=(1+α)2t0,
…

Ck=Ck-1+αCk-1=(1+α)kt0。
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同样地,注意到X2 内的工件也从时刻t0开始加工,
所以X2 中各个工件的完工时间为

Ck+1=t0+αt0=(1+α)t0,

Ck+2=Ck+1+αCk+1=(1+α)2t0,
…

Cn=Cn-1+αCn-1=(1+α)n-kt0。
因此,收益函数为

u1(k)=u1(X1)=(b1-1)∑
j∈X1

pj=

(b1-1)(Ck-t0)=t0(b1-1)[(1+α)k-1],

u2(k)=u2(X2)=(b2-1)∑
j∈X2

pj=

(b2-1)(Cn-t0)=t0(b2-1)[(1+α)n-k-1]。
由于收益函数要满足ui(Xi)>0,所以必须有

bi>1(i=1,2)。
合作收益函数为

v1(k)=v1(X1)=
u1(X1)-e1=t0(b1-1)[(1+α)k-A], (1)

v2(k)=v2(X2)=
u2(X2)-e2=t0(b2-1)[(1+α)n-k-B],(2)

其中A= e1
t0b1( )-1 +1

,B= e2
t0b2( )-1 +1

。

注意到ei≥0,bi>1(i=1,2),t0≥1,故有A≥
1,B≥1。

因为两人要合作,所以要满足vi(k)>0(i=1,

2),从而有

β1<k<β2, (3)

其中β1=
lnA

ln(1+α)
,β2=n-

lnB
ln(1+α)

。

注意到A≥1,B≥1,α≥1,知

β1≥0,β2≤n。 (4)
又由于两人要进行合作,故必有

1≤k≤n-1。 (5)
结合(3)、(4)以及(5)式,知

0≤β1<n-1,1<β2≤n,β1<β2,n≥2。 (6)
由(1)、(2)式,得

v1(k)v2(k)=
t20(b1-1)(b2-1)[(1+α)k-A][(1+α)n-k-B]=

t20(b1-1)(b2-1)[(1+α)n+AB]-
 t20(b1-1)(b2-1)[A(1+α)n-k+B(1+α)k]。(7)

当参数bi,ei(i=1,2),t0、α以及n 都给定的时

候,(7)式中的第一项是常数。为此,令φ(k)=
A(1+α)n-k+B(1+α)k,只要使φ(k)最小,目标函

数v1(k)v2(k)就最大。

注意到A(1+α)n-k>0,B(1+α)k>0,所以根

据均值不等式,得

φ(k)=A(1+α)n-k+B(1+α)k≥

2 AB(1+α)n(定值), (8)
当且 仅 当 A(1+α)n-k=B(1+α)k 时,即k=
1
2
(β1+β2)时,φ(k)取到最小值2 AB(1+α)n。

事实上,1
2
(β1+β2)未必是整数,故令β=

1
2
(β1+

β2),且由(6)式知

1
2<β<n-

1
2
。 (9)

性质1 加工时间是开工时间线性函数的排序

博弈问题G2|pj=αt|v1v2/Fmax有解的充要条件是

βl≤βr,其中βl=ëβ1 û+1,βr=éβ2 ù-1。
证明 根据(3)、(5)式有,排序博弈问题(P)有

解等价于(β1,β2)∩[1,n-1]≠Æ,即至少存在一个

正整数k,有k∈(β1,β2)∩[1,n-1]。注意到k是

整数,于是令βl=ëβ1 û+1,βr=éβ2 ù-1。由于β1 和

β2 可能是整数,所以不能令βl=éβ1 ù-1,βr=ëβ2 û+1。
由(6)式知,1≤βl≤n-1,1≤βr≤n-1。故问题

(P)有解等价于βl≤βr,即闭区间[βl,βr]中至少有

一个正整数k。 证毕

定理1 如果加工时间是开工时间线性函数的

两人合作排序博弈问题G2pj=αtv1v2/Fmax存在

正整数解k,那么其最优解(集)为

a)如果1
2<β≤1

,那么该排序博弈问题的最优

解k*=1。

b)如果1<β<n-1,当β为整数时,那么该排序

博弈问题的最优解k*=β;否则,若φ(ëβû)<φ(éβù),
那么该排序博弈问题的最优解k*=ëβû;若φ(ëβû)>

φ(éβù),那么该排序博弈问题的最优解k*=éβ ù;若

φ(ëβû)=φ(éβ ù),那么该排序博弈问题的最优解集

为{ëβû,éβù}。

c)如果n-1≤β<n-
1
2
,那么该排序博弈问题

的最优解k*=n-1。
证明 性质1表明,加工时间是开工时间线性

函数的排序博弈问题G2pj=αtv1v2/Fmax的最优

解(集)只能是位于闭区间[βl,βr]中的正整数。

a)当1
2<β≤1

时,有1<β1+β2≤2。注意到

0≤β1<β2,故有2β1<β1+β2≤2,所以0≤β1<1。因

此,βl=ëβ1 û+1=1。
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另一方面,由1<β1+β2≤2,β1≥0以及β2>1,
得1<β2≤2,所以βr=éβ2 ù-1=1。由于βl=βr=1,
从而该排序博弈问题的最优解k*=1。

b)当1<β<n-1时,如果β为整数,那么该排

序博弈问题的最优解k*=β;否则,比较φ(ëβ û)与

φ(éβù)的大小。所以结论b)成立。

c)当n-1≤β<n-
1
2

时,类似情况a)的分析有

βl=βr=n-1,从而该排序博弈问题的最优解k*=
n-1。 证毕

3加工时间是开工时间的分段线性函

数的排序博弈问题

本节中工件j的加工时间为pj=
αt,t<T
αT,t≥{ T

。

如果X1 和X2 内工件开始加工时间t0≥T,此时工

件j的加工时间pj=αT,是一个固定的常数,这就

是文献[8]所讨论的问题。如果集合X1 和X2 内最

后一个工件的完工时间分别为

Ck=(1+α)kt0≤T,Cn=(1+α)n-kt0≤T,
此时该问题就是第2节中讨论的情形。因此假定

t0<T,且考虑X1、X2 内都有临界工件的情况。不

妨设X1 内第ρ1(2≤ρ1≤k-1)个工件为临界工件,

X2 内第ρ2(2≤ρ2≤n-k-1)个工件为临界工件,即

Cρ1-1=(1+α)ρ1
-1t0<T,Cρ1=(1+α)ρ1t0≥T,

Ck+ρ2-1=(1+α)ρ2
-1t0<T,Ck+ρ2=(1+α)ρ2t0≥T,

事实上,由于α、t0、T 都是常数,所以ρ1=ρ2=ρ,从
而

Cρ1-1=Ck+ρ2-1=(1+α)ρ
-1t0<T,

Cρ1=Ck+ρ2=(1+α)ρt0≥T。
于是X1 中各个工件的完工时间为

C1=t0+αt0=(1+α)t0,
…

Cρ1-1=Cρ-1=(1+α)ρ-1t0<T,

Cρ1=Cρ=(1+α)ρt0≥T,

Cρ1+1=Cρ+1=Cρ+αT=(1+α)ρt0+αT,
…

Ck=(1+α)ρt0+(k-ρ)αT。

X2 中各个工件的完工时间为

Ck+1=t0+αt0=(1+α)t0,
…

Ck+ρ-1=(1+α)ρ-1t0<T,

Ck+ρ=(1+α)ρt0≥T,

Ck+ρ+1=Ck+ρ+αT=(1+α)ρt0+αT,
…

Cn=(1+α)ρt0+(n-k-ρ)αT。
此时,收益函数为

u1(k)=u1(X1)=(b1-1)∑
j∈X1

pj=(b1-1)(Ck-t0)=

(b1-1)[(1+α)ρt0+(k-ρ)αT-t0],

u2(k)=u2(X2)=(b2-1)∑
j∈X2

pj=(b2-1)(Cn-t0)

(b2-1)[(1+α)ρt0+(n-k-ρ)αT-t0]。
由于ui(Xi)>0,所以bi>1,i=1,2。

合作收益函数为

v1(k)=v1(X1)=u1(X1)-e1=
αT(b1-1)(k-ρ+C), (10)

v2(k)=v2(X2)=u2(X2)-e2=
αT(b2-1)(n-k-ρ+D)。 (11)

其中

C=t0
(1+α)ρ
αT -t0

(b1-1)+e1
αT(b1-1)

,

D=t0
(1+α)ρ
αT -t0

(b2-1)+e2
αT(b2-1)

。

因为vi(k)>0(i=1,2),所以

θ1<k<θ2, (12)
其中θ1=ρ-C,θ2=n-(ρ-D)。

又注意到2≤ρ≤k-1且2≤ρ≤n-k-1,所以

3≤k≤n-3。 (13)
并且由(13)式,有

n≥6。 (14)
结合(12)、(13)式,知

θ1<n-3,θ2>3,θ1<θ2。 (15)
性质2 加工时间是开工时间分段线性函数的

排序博弈问题

G2pj=αt,t<T;pj=αT,t≥Tv1v2/Fmax

有解的充要条件是θl≤θr,其中θl= ëθ1 û+1,θr=
éθ2 ù-1。

证明同性质1,略。
由(10)、(11),得

v1(k)v2(k)=
α2T2(b1-1)(b2-1)(k-θ1)(θ2-k)。 (16)

即合作收益函数的乘积v1(k)v2(k)是关于决策变量

k的二次函数,且开口向下。由于其对称轴1
2
(θ1+

θ2)未必是整数,故令θ=12
(θ1+θ2)。

定理2 如果加工时间是开工时间的分段线性

12第4期            顾燕红,等:加工时间可变最大流程时间排序的纳什合作博弈



函数的排序博弈问题

G2pj=αt,t<T;pj=αT,t≥Tv1v2/Fmax

存在正整数解k,那么其最优解(集)为:

a)当θ≤3时,该排序博弈问题的最优解k*=3。

b)当3<θ<n-3时,若θ为整数,则该排序博

弈问题的最优解k* =θ;否则,如果θ- ëθ û<θ-
éθù,则该排序博弈问题的最优解k*=ëθû,如果θ-
ëθû>θ-éθù,则该排序博弈问题的最优解k*=éθù,
如果θ-ëθû=θ-éθ ù≠0,则该排序博弈问题的最优

解集为{ëθû,éθù}。

c)当θ≥n-3时,该排序博弈问题的最优解

k*=n-3。
证明 对θ1、θ2 分4种情况进行讨论。

1)若θ1<3,θ2>n-3,则θl≤3,θr≥n-3,即
θl<θr,根据性质2,问题必定有正整数解k。注意到

该正整数解k必定在闭区间[3,n-3]上,所以又分

3种情况。

① 如果θ≤3,那么该排序博弈问题的最优解

k*=3。

② 如果3<θ<n-3,当θ为整数时,那么该排

序博弈问题的最优解k*=θ;否则,如果θ- ëθ û<
θ-éθù,则该排序博弈问题的最优解k*=ëθ û,如果

θ-ëθû>θ-éθ ù,则该排序博弈问题的最优解k*=
éθù,如果θ-ëθû=θ-éθù≠0,则该排序博弈问题的

最优解集为{ëθû,éθù}。

③ 如果θ≥n-3,那么该排序博弈问题的最优

解k*=n-3。
2)若θ1<3,3<θ2≤n-3,则θl≤3,3≤θr≤n-

4,即θl≤θr,因 此 问 题 必 定 有 正 整 数 解 k,k∈

[3,θr]。又θ=12
(θ1+θ2),故θ<n

2
。注意到n

2=

n-n
2

以及n≥6,所以有n
2≤n-3

,即总有θ<n-3。

因此,类似1)的分析,有结论a)、b)成立。

3)若3≤θ1<n-3,θ2>n-3,则4≤θl≤n-3,

θr≥n-3,即θl≤θr,因此问题在闭区间[θl,n-3]上

必定有正整数解k。同样由θ=12
(θ1+θ2)知,θ>

n
2≥3

,即总有θ>3。同理可知结论b)、c)成立。

4)若3≤θ1<n-3,3<θ2≤n-3,则4≤θl≤
n-3,3≤θr≤n-4。只要θl≤θr,则问题必定有解,

且正整数解k∈[θl,θr]。由θ=12
(θ1+θ2)知,3<

θ<n-3。所以,当θ为整数时,那么该排序博弈问

题的最优解k*=θ;否则,如果θ- ëθ û<θ- éθ ù,则
该排序博弈问题的最优解k*= ëθ û,如果θ- ëθ û>
θ-éθù,则该排序博弈问题的最优解k*=éθ ù,如果

θ-ëθû=θ-éθù≠0,则该排序博弈问题的最优解集

为{ëθû,éθù}。
综合上述4种情况,定理2成立。 证毕

4总结

本文考虑了两人合作共同加工一批工件,工件

的加工时间是开工时间的函数,当以最小的最大流

程时间为加工成本时,定理1和定理2分别给出加

工时间是开工时间的线形函数和分段线形函数时的

最优解(集)。该最优解(集)充分体现了效率原则,
今后可以考虑强调公平性的优化目标 max:min
{v21,v22},或考虑优化目标函数组Pt((r1,r2)),通过

选取不同的(r1,r2)得到一组最优工件划分解集,从
而使模型能更好地贴近现实,更好地为决策提供依

据。
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NashBargainingonMaximumFlowTimeSchedulingwithChangeableProcessingTime
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Abstract:Intherealworld,thereoftenexiststhesituationwhereonepersonisnotabletoundertakeallthejobsaloneinalarge

project.Inthispaper,weconsiderthesituationwheretwopersonscooperateintheperformanceofaproject.Wediscussthe
(two-person)NashBargainingproblem,wherejobprocessingtimeisalinearfunctionofitsstarttime,eachpersonoffersa
singlemachinetoprocessjobs,andhisprocessingcostisdefinedashisminimizedmaximumflowtime.Byproposingaproper
divisionofthosejobs,weusethetwocorrespondingsubsetofjobs,assignedtothetwopersonsrespectively,toyieldareason-
ablecooperative(processing)profitallocationschemeacceptabletothem.
Keywords:scheduling;Nashbargaining;cooperativeprofit;maximumflowtime;linearfunction
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