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r -块置换因子循环矩阵及其逆矩阵的求法
*
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摘要:给出了r -块置换因子循环矩阵的定义,借助于Kronecker积讨论了r -块置换因子循环矩阵的基本性质,并证

明了r -块置换因子循环矩阵具有可交换性,即AB=BA。然后在r -块置换因子循环矩阵对角化的基础上给出了其

行列式的计算方法以及非奇异矩阵的充要条件。最后,给出了非奇异的r -块置换因子循环矩阵的逆矩阵求法。
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1基本概念

循环矩阵是一类很重要的特殊矩阵,在实际中有着广泛的应用,如在理论物理、固态物理、数字图像处

理、自回归滤波器设计、计算机时序分析以及石油勘探等许多大型计算中经常要遇到这类矩阵,因而近年来

对这类矩阵的特性及相关算法的研究,引起人们的普遍重视。在文献[1-4]中,给出了块置换因子循环矩阵

的概念及简单性质,并推导了非奇异块置换因子循环矩阵的逆矩阵;在文献[5-7]中,给出了(n1,n2)型二重

(r1,r2)-循环矩阵求逆及有关算法的计算。在文献[9]中给出了r -置换因子循环线性系统求解的快速算法。
本文中给出了r -块置换因子循环矩阵的概念,并得到了它的相关性质,以及给出r -块置换因子循环矩阵对

角化以及非奇异r-块置换因子循环矩阵的逆矩阵的求法。

本文约定Mn 表示复数域上所有n 阶方阵组成的集合,Mmn为复数域上所有mn×mn矩阵所组成的集

合,In 为n×n单位矩阵,Inm 为mn×mn单位矩阵,对任意的A∈Mmn,规定A0=Imn。为了下面讨论的方

便,引入若干记号。

1)πn=percirpn
r(0,1,…,0),πm=percirpm

r(0,1,0,…,0);

2)ωi=θωi
n(i=0,1,…,n-1)表示方程xn=r(r≠0)的n个互不相等的根,μj=εωj

m(j=0,1,2,…,m-1)
表示方程xm=r的m 个互不相等的根,其中ωn 是n 次本原单位根,ωm 是m 次本原单位根。

3)Fi,j=F(1)
i 췍F(2)

j =∑
n-1

k=0
ωk

iπk
n췍∑

m-1

l=0
μl

jπl
m,Fi,j=∑

n-1

k=0
∑
m-1

l=0
ωk

iμl
j(πk

n췍πl
m),其中F(1)

i =percirpn
r(ω0i,ω1i,

…,ωn-1
i ),F(2)

j =percirpm
r(μ0j,μ1j,…,μm-1

j )(r≠0)。
定义1[3] 称一个n阶置换矩阵P 为基本置换因子循环矩阵当且仅当Pn=In,这里n是满足该式的最

小正整数。

定义2 设Pr 为满足Pr=

1 0 … 0
0 1 … 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 …

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

r

P 的n 阶r-基本置换因子循环矩阵,对于 Mmn中的矩阵
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Kr,如果满足Kr=Pr췍Im,则称mn阶矩阵Kr 为r -基本块置换因子循环矩阵。这里췍为矩阵的Kronecker
积(下同)。则Kr 有以下性质。

1)Kr 是一个mn 阶置换矩阵;

2)Kn
r=(Pr췍Im)n=Pn

r췍In
m=rIn췍Im=rImn;

3)Kr 的特征多项式是xnIm-rnIn
m。

定义3 设Kr 是一个基本块置换因子循环矩阵,对于 Mmn中的矩阵A,如果满足A=h(Kr)=A0K0
r+

A1Kr+…+An-1Kn-1
r ,则称A 为r -块置换因子循环矩阵。其中Ai 是r -置换因子循环矩阵,Ai∈Mm(i=0,

1,…,n-1)是块置换因子循环矩阵A 的第一行块元素(Ai0
,Ai1

,…,Ain-1
)对应于Kr 中的转换矩阵Pr(去除

r因子后)的一个重排,称h(x)=∑
n-1

i=0
Aixi 为矩阵A 的形式伴随多项式(下同)。

当r=1时就是文献[1],即本文就是文献[1]的推广;当r=1,n=1时就是一般的置换因子循环矩阵;

当m=1(或n=1)时为r -置换因子循环矩阵。

本文用BPCrMmn表示Mmn中的所有r -块置换因子循环矩阵组成的集合,并把第一行元素为(Ai0
,Ai1

,
…,Ain-1

)的r -块置换因子循环矩阵记为A=Bpercircpr(Ai0
,Ai1

,…,Ain-1
)。

引理1[8] 直积的性质:

1)设A,B,C,D∈Mn,췍为矩阵的Kronecker积,则A췍(B+C)=A췍B+A췍C,(A췍B)(C췍D)=
AC췍BD;

2)若A,B 可逆,则A췍B 可逆,且(A췍B)-1=A-1췍B-1;

3)令Φ(x;y)=∑
n-1

j,k=0
aj,kxjyk(x,y的多项式),Φ(A;B)=∑

n-1

j,k=0
aj,kAj췍Bk(mn×mn矩阵),则Φ(A;B)

的特征值为Φ(λr,μs),此处λr,μs(r=0,1,…,n-1;s=0,1,…,m-1)分别为A,B 的特征值。

引理2[8] 设多项式为Φ(x;y)=∑
n-1

k=0
∑
m-1

j=0
ak,jxkyj,而Φ(πn;πm)表示下列 mn×mn矩阵,Φ(πn;πm)=

∑
n-1

k=0
∑
m-1

j=0
ak,jπk

n췍πj
m,则A 的特征根为Φ(ωi;μj)=∑

n-1

k=0
∑
m-1

t=0
ak,t(ωi)k(μj)t,其中ωi(i=0,1,…,n-1),μj(j=0,

1,…,m-1)分别为πn,πm 的特征根。

引理3 若A∈BPCrMmn,则AFi,j=Φ(ωi;μj)Fi,j(i=0,1,…,n-1,j=0,1,2,…,m-1)。

引理4 若A∈BPCrMmn,则A=∑
n-1

k=0
πk

n췍Ak。

2主要结果

2.1基本性质

性质1 若设Kr 满足定义1的r -基本块置换因子循环矩阵,对于Mmn中的矩阵A,若A∈BPCrMmn,则

AKr=KrA。

证明 因为A=∑
n-1

i=0
AiKi

r,所以AKr=(A0K0
r+A1K1

r+…+An-1Kn-1
r )Kr,由Kr 的性质(1)可得 AKr=

Kr(A0K0
r+A1K1

r+…+An-1Kn-1
r )=KrA,即AKr=KrA。 证毕

性质2 设 A=Bpercircpr(Ai0
,Ai1

,…,Ain-1
)∈BPCrMmn,B=Bpercircpr(Bi0

,Bi1
,…,Bin-1

)∈
BPCrMmn。α,β∈R,则αA+βB∈BPCrMmn。

性质3 若A,B∈BPCrMmn,则AB=BA∈BPCrMmn。

证明 设A=Bpercirpr(A0,A1,…,An-1),B=Bpercirpr=(B0,B1,…,Bn-1),因为Ai,Bj(i,j=0,1,

2,…,n-1)是r-置换因子循环矩阵,所以AiBj=BjAi。
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由引理4得到A=∑
n-1

i=0
πi

n췍Ai,B=∑
n-1

j=0
πj

n췍Bj,反复利用引理1的性质(1),得到

AB=∑
n-1

i=0
∑
n-1

j=0

(πi
n췍Ai)(πj

n췍Bj)=∑
n-1

i=0
∑
n-1

j=0
πi+j

n 췍AiBj=∑
n-1

j=0
∑
n-1

i=0
πj+i

n Bj췍Ai=

∑
n-1

j=0
∑
n-1

i=0

(πj
n췍Bj)(πi

n췍Ai)=BA 证毕

性质4 若A∈BPCrMmn,并且A 可逆,则A-1∈BPCrMmn。
定理1 设矩阵A=Bpercircpr(Ai0

,Ai1
,…,Ain-1

),则存在非奇异矩阵Q∈Mmn,使得

A=Q-1diag(∧0,∧1,…,∧n-1)Q

其中∧i=diag ∑
m-1

k=0
ωk

ifk(μ0),∑
m-1

k=0
ωk

ifk(μ1),…,∑
m-1

k=0
ωk

ifk(μm-1
æ

è
ç

ö

ø
÷),fk(x)=ak,0+ak,1πm+…+ak,m-1πm-1

m

是Ak 的形式伴随矩阵。

证明 由Ak=percirpr(ak,0,ak,1,…,ak,m-1)知πm 的特征多项式为p(x)=xm-1,所以πm 有m 个互不

相同的特征根分别为μ0,μ1,…,μm-1。因此πm 有m 个线性无关的特征向量,从而存在可逆矩阵T,使得

T-1πmT=diag(μ0,μ1,…,μm-1)。则Ak=Tdiag(fk(μ0),fk(μ1),…,fk(μm-1))T-1。

同理可得存在可逆矩阵B,使得B-1πnB=diag(ω0,ω1,…,ωn-1)。令Dn=diag(ω0,ω1,…,ωn-1),有

πk
n=BDk

nB-1。令Q=B췍T,有Q-1=B-1췍T-1,由性质4

A=∑
n-1

k=0
πk

n췍Ak=∑
n-1

k=0

(BDk
nB-1)췍 (Tdiag(fk(μ0),…,fk(μm-1))T-1)=∑

n-1

k=0

(B췍T)[Dk
n췍

diag(fk(μ0),…,fk(μm-1))](B-1췍T-1)=(B췍T)∑
n-1

k=0

[Dk
n췍diag(fk(μ0),…,fk(μm-1))](B췍T-1)=

B췍( )T

ωk
0 0 … 0

0 ωk
1 … 0

︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … ωk
n

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

-1

췍

fk(μ0) 0 … 0

0 fk(μ1) … 0
︙ ︙ ︙ ︙

0 0 … fk(μm-1

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú)

(B췍T-1)

Q-1AQ=diag ∑
n-1

k=0
ωk
0fk(μ0),∑

n-1

k=0
ωk
0fk(μ1),…,∑

n-1

k=0
ωk
0fk(μm-1

æ

è
ç ),

∑
n-1

k=0
ωk
1fk(μ0),…,∑

n-1

k=0
ωk
1fk(μm-1),…, ∑

n-1

k=0
ωk

n-1fk(μ0),…,∑
n-1

k=0
ωk

n-1fk(μm-1
ö

ø
÷)

令    ∧i=diag ∑
n-1

k=0
ωk

ifk(μ0),∑
n-1

k=0
ωk

ifk(μ1),…,∑
n-1

k=0
ωk

ifk(μm-1
æ

è
ç

ö

ø
÷)(i=0,1,2,…,n-1)

所以Q-1AQ=diag(∧0,∧1,…,∧n-1)。即A可化为分块对角矩阵,且A=Qdiag(∧0,∧1,…,∧n-1)Q-1。

证毕

推论1 设A=Bpercircpr(Ai0
,Ai1

,…,Ain-1
)是一个r -块置换因子循环矩阵,则

detA=∏
n-1

i=0
∧i=∏

n-1

i=0
∏
m-1

j=0  ∑
n-1

k=0
ωk

ifk(μj
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
)

推论2 设A=Bpercircpr(Ai0
,Ai1

,…,Ain-1
)是一个r -块置换因子循环矩阵,则A 非奇异的充要条件

是diag ∑
n-1

k=0
ωk

ifk(μ0),∑
n-1

k=0
ωk

ifk(μ1),…,∑
n-1

k=0
ωk

ifk(μm-1
æ

è
ç

ö

ø
÷) ≠0(i=0,1,2,…,n-1)。

2.2逆矩阵的求法

定理2 设 A=Bpercircpr(Ai0
,Ai1

,…,Ain-1
)∈BPCrMmn,且 A 非 奇 异,则 A-1=∑

n-1

k=0
∑
m-1

l=0
bl,k
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πk
n췍πl( )m ,A-1∈BPCrMmn。其中bl,k=1mn∑

n-1

i=0
∑
m-1

j=0
Φ(ωi;μj)ωk

iμl
j,(l=0,1,2,…,m-1;k=0,1,2,…,n-1)。

证明 因为A 可逆,所以Φ(ωi;μj)≠0(i=0,1,2,…,n-1;j=0,1,2,…,m-1)。

由引理4知 AFi,j=Φ(ωi;μj)Fi,j,所以 A-1Fi,j=Φ(ωi;μj)-1Fi,j。等式两边同时对i,j 求和得

∑
n-1

i=0
∑
m-1

j=0
A-1 · Fi,j =∑

n-1

i=0
∑
m-1

j=0
Φ (ωi;μj)-1 Fi,j。 等 式 左 边 = A-1∑

n-1

i=0
∑
m-1

j=0
∑
n-1

k=0
∑
m-1

l=0
ωk

iμl
j (πk

n 췍πl
m )=

A-1∑
n-1

i=0
∑
n-1

k=0
ωk

iπk
n췍 ∑

m-1

l=0
πl

m∑
m-1

j=0
μl( )j 。

当l=0时,∑
m-1

j=0
μl

j=m,当l≠0时,∑
m-1

j=0
μl

j=0,所以∑
m-1

l=0
πl

m∑
m-1

j=0
μl

j=mIm,同理可推出∑
n-1

i=0
∑
m-1

k=0
ωk

iπk
n=

nIn。即等 式 左 边 =A-1mn(In 췍Im),等 式 右 边 =∑
n-1

i=0
∑
m-1

j=0
Φ (ωi;μj

-1)Fi,j= ∑
n-1

i=0
∑
m-1

j=0
Φ· (ωi;μj

-1)

∑
n-1

k=0
∑
m-1

l=0
ωk

iμl
j(πk

n췍πl
m)。所以

A-1= 1mn∑
n-1

i=0
∑
m-1

j=0
Φ(ωi;μj)-1∑

n-1

k=0
∑
m-1

l=0
ωk

iμl
j(πk

n췍πl
m)=∑

n-1

k=0
∑
m-1

l=0

1
mn∑

n-1

i=0
∑
m-1

j=0
Φ(ωi;μj)-1ωk

iμl
j(πk

n췍πl
m)

令bl,k= 1mn∑
n-1

i=0
∑
m-1

j=0
Φ(ωi;μj)-1ωk

iμl
j(l=0,1,2,…,m-1;k=0,1,2,…,n-1),A-1=∑

n-1

k=0
∑
m-1

l=0
bl,k(πk

n췍πl
m)。

证毕

由定理2,得到了求r -块置换因子循环矩阵的逆矩阵的一种算法,步骤如下:

1)分别求出方程xn=r(≠0)的n个互异的根ωi(i=0,1,2,…,n-1)和方程xm=r的m 个互异的根μj

(j=0,1,2,…,m-1),并找出ak,0,ak,1,…,ak,m-1(k=0,1,2,…,n-1);

2)由Φ(ωi;μj)=a0,0+∑
n-1

k=1
ak,0ωk

i+∑
m-1

t=1
a0,tμt

j+∑
n-1

k=0
∑
m-1

t=0
ak,tωk

iμt
j 算出Φ(ωi;μj)(i=0,1,2,…,n-1;

j=0,1,2,…,m-1);

3)由2)算出Φ(ωi;μj)-1(i=0,1,2,…,n-1;j=0,1,2,…,m-1);

4)计算bl,k= 1mn∑
n-1

i=0
∑
m-1

j=0
Φ(ωi;μj)-1ωk

iμl
j(l=0,1,…,m-1;k=0,1,…,n-1),从而求出A-1。

例1 设A=

1 1
2 -1 1

4

2 1 1 -1

-4 1 1 1
2

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

4 -4 2 1

∈BPCrMmn,求A-1。

解 利用定理2给出的算法。

步骤1 计算得r=4,ω0=2,ω1=-2,μ0=2,μ1=-2,a0,0=1,a0,1=
1
2
,a1,0=-1,a1,1=14

;

步骤2 计算Φ(ω0;μ0)=1,Φ(ω0;μ1)=-3,Φ(ω1;μ0)=3,Φ(ω1;μ1)=3;

步骤3 由步骤2计算得Φ(ω0;μ0)-1=1,Φ(ω0;μ1)-1=
-1
3
,Φ(ω1;μ0)-1=

1
3
,Φ(ω1;μ1)-1=

1
3
;

步骤4 计算得b0,0=13
,b0,1=0,b1,0=23

,b1,1=43
;

从而得到
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A-1=

1
3 0

0 1
3

2
3

4
3

16
3

2
3

8
3
16
3

64
3

8
3

1
3 0

0

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷1

3

∈BPCrMmn。
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r -BlockPermutationFactorCirculantMatrixandInverseMatrix

HUYan1,QINKe-yun1,SUNJi-zhong2

(1.CollegeofMaths,SouthwestJiaotongUniversity,Chengdu610031;

2.ZTECorporation,Xi’An710065,China)

Abstract:Theconceptofr -blockpermutationfactorcirculantmatrixispresented.Thecharacteristicsofr -blockpermutation

factorcirculantmatrixarediscussedbyKronecker.Theinterchangeabilityofr -blockpermutationfactorcirculantmatrixhas

beendemonstrated,thatisAB=BA.Thecalculationmethodofmatrixdeterminantandthesufficientconditionofnonsingular

matrixbasedonthediagonalizationofcirculantmatricesaregiven.Finally,themethodofinversematrixisgiveninr -block

permutationfactorcirculantmatrix.

Keywords:r -blockpermutationfactorcirculantmatrix;nonsingularity;diagonalization;inversematrix;block
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