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摘要:研究合作加工一批工件,加工成本由最小的总完工时间决定的两台机器合作博弈问题。每一方都有一台机器

用于加工工件,每个工件只需在两台机器中任何一台加工一次,而且加工时间都相等。要确定这批工件的一个划分

以把这些工件分给这两台机器加工,使得相应的合作(加工)收益分配合理、能够被双方接受。本文研究在相同工件

的情况下,以最小完工时间作为加工成本的两人合作博弈问题,并给出此合作博弈问题的纳什博弈解。
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  实际经贸活动中由于资金、技术或规模等原因,
存在着一个人无法承担一个项目中全部工件的加工

任务,于是出现多人合作参与加工,共同完成这项任

务的情况。为此,要确定这批工件的一个划分,使得

相应的合作(加工)收益[1]分配方案能够使每人都满

意。这里“人”的涵义很广泛,可以是一个公司,一个

商业集团,或一个(地区或国家)政府[1]。
在经典排序问题中工件或者只需由一道工序就

完成加工,或者需经多道工序加工才能完成,或者工

件具有先后加工的约束;工件的参数有加工时间、就
绪时间、交货期等。机器分为平行机和串联机。平

行机按机器的速度可分为同型机、同类机和非同类

机。串联机排序也称为多工序排序,也有3种基本类

型:流水作业、异序作业和自由作业。排序问题常用

的目标函数有最大完工时间Cmax、总完工时间∑Cj、
最大延迟Lmax、最大延误Tmax、总延误∑Tj、误工工

件数∑Uj 等等。
本文考虑两人合作完成一批工件的加工,每人

有一台机器,每个工件只需在两台机器中任何一台

加工一次,而且加工时间都相等。关于加工成本,比
较简单的是取排序问题中常用的目标函数的最优

值。例如,参考文献[1]中的加工成本是最小的

makespan(最大完工时间)Cmax。更为一般的加工成

本可以是minCmax的函数,如线性函数λ(minCmax)+

μ。本文研究总完工时间排序的合作博弈,加工

成本是最小的总完工时间的函数,而且是线性函

数λ(min∑Cj)+μ中最简单λ =1,μ=0的情况,
即加工成本是最小的总完工时间 min∑Cj。每个

人的(加工)收益定义为划分给他的工件所获得之毛

利润的总和再减去加工成本 min∑Cj(在文献[1]
中是减去 minCmax),而(加工)合作收益定义为(加
工)收益减去此人参加这次合作的机会成本。

必须考虑工件的划分使得每个人相应的合作收

益有相当的合理性,这样才能使得两人都接受合作

收益所确定的收益分配方案,从而保证这个商业联

盟能够成功。这是一个合作博弈问题。为了获得双

方都满意的收益分配方案,本文的优化目标是使两

位参与者的合作收益的乘积为最大。
这个合作收益的乘积为最大的优化目标首先由

Nash[2-3]提出并用于研究他定义的一类合作博弈问

题[4]。Nash的最优化(数学)模型(或问题)适用于

一大批两人合作博弈问题,只要此问题存在一个帕

累托有效的(Paretoefficient)可行效用(或是利益)
分配方案子集、并且问题研究的目的是在这个子集

中找到某一个或某一些相对合理的最终利益分配方

案(集)。这样的最终方案(集)在本文中被称为(合
作)博弈解(集)。Nash[3]验证当此帕累托有效的子

集是某个闭区间上凹函数所确定的凹曲线段(Con-
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caveParetoefficientfrontier)时,他的最优化问题

的最优解是唯一的。他把这个最优解定义为博弈问

题的博弈解。这个首创的博弈解一般称为纳什博弈

(或讨价还价)解(Nashbargainingsolution,NBS)。

Nash[3]进一步证明了这个解也是满足他提出的若

干个公理(或称为性质)的唯一博弈解。
有所不同的是本文研究的每个合作收益函数都取

整数值,这是一个帕累托有效的子集离散化的情形。
对这种情形的研究起源于文献[5],综述于文献[6],已
经出现于文献[1,5-10]中。文献[5]一方面提出

Nash最优化问题目标函数的修正方案以求解决上

述离散情况下的新问题,另一方面对某些合作收益

函数与工件排序有关的情况设计精确算法以得到修

正的最优化问题的最优解。文献[1,10]主要是研究

相应的排序合作博弈问题的博弈解(集),并且通过

实例来说明博弈解(集)的合理性。本文沿用文献

[5]中的离散化假定,与文献[1,10]的主要区别是所

研究的合作收益函数中与工件排序有关的成本项不

同。对更广义的离散化情形的定义和研究见参考文

献[11-13]等。

1问题与假定

  把一批需要加工的工件集J={J1,J2,…,Jn}
简记为{1,2,…,n},n≥2,每个工件只需加工一次,
每个工件的加工时间pj都为p,即pj=p (j=1,2,
…,n)。每个人都有一台机器来加工工件,需要由两

人合作共同完成这n个工件的加工任务。这就要求

把工件集J 划分成两个互不相交的集合X1和 X2

(即:X1∪X2=J,X1∩X2=∅),分别给两台机器加

工。假定加工单位时间的工件会给第i人带来bi

(i=1,2)个 单 位 的 收 益,那 么 收 益 函 数 ui=

bi∑
j∈Xi

pj-fi,其中fi是加工成本。本文考虑的加

工成本fi是最小的总完工时间 min∑
j∈Xi

Cj,i=1,2。

根据文献[5]离散化的假设(亦可参见文献[1]),bi,

ei是取整数值,而p 是取正整数值。由pj=p 知,

1)bi∑
j∈Xi

pj 的值仅由Xi中工件的个数所决定;2)

SPT序(最小加工时间序)使 ∑
j∈Xi

Cj 为最小,因而

min∑
j∈Xi

Cj 与工件的次序无关,即fi的值也只与Xi

中工件个数有关。所以划分J时不必考虑分配给每

个人哪些工件,而只需考虑分配给每个人多少个

工件,从而可以把 X1和 X2记为 X1={1,2,…,

k}和 X2={k+1,k+2,…,n}(k=0,1,…,n),
因而k是把工件集J划分成为两部分而分别给这两

台机器加工的决策变量。此时,第1台机器加工的工

件数是k,第2台机器加工的工件数是n-k。因此收

益函数

u1=u1(k)=b1kp-(1+2+…+k)p
u2=u2(k)=b2(n-k)p-[1+2+…+(n-k)]p

其中,u1(0)和u2(n)分别是第1台机器和第2台机

器没有分配有利可图的对象(本文中是指那批需要

加工的工件)时的收益值。
合作博弈论中的无协议点(e1,e2)是[4]e1≥

u1(0)=0,e2≥u2(n)=0,其中ei是第i人不参加

这次合作而参与别的商业活动所能获得的最低

收益,也就是第i人参加这个合作的机会成本。由

此,只需要讨论1≤k≤n-1的情况。
当b1=1时,收益函数u1=u1(k)=-[1+2+

…+(k-1)]p≤0;b2=1时,收益函数u2=u2(k)=
-(1+2+…+(n-k-1))p ≤0。此时,合作收益

函数

v1=v1(k)=u1(k)-e1=-12pk
2+b1-æ

è
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1
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因为ei≥0,如果b1=1或者b2=1,那么v1≤0
或者v2≤0,问题就没有研究的必要。所以必须bi≥
2。由于p是取正整数,所以vi是关于k的开口向下

的抛物线。从而当判别式Δi≤0时,即使k取遍整

个实数域,vi也取不到正值,问题也没有研究的必

要。因此本文只考虑Δi>0,i=1,2的情况,也就是

要 bi-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2

>2ei

p
,i=1,2。综合所述,本文对(取

整数值的)参数的基本假定为

ei≥0,p≥1,bi≥2,bi-æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2

2

>

2ei

p
,1≤k≤n-1,i=1,2 (1)

本文研究两人排序合作博弈问题是在相同工件

的情况下,以最小的总完工时间作为加工成本,使目

标v1v2为最大。该问题简称为相同工件总完工时间

排序合作博弈问题。按参考文献[1]定义的三参数

表示法,此问题可表示为G2|pj=p|v1v2/∑Cj。

2两人排序博弈的解

在假定(1)的前提下,vi可表为
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v1(k)=-12p
(k-α1)(k-α2) (2)

v2(k)=-12p
(k-α3)(k-α4) (3)

其 中 α1 = b1-æ
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如果问题有解,达成合作的合作收益函数vi(k)
必须大于0,即存在某个k,(kÎ{1,…,n-1})使得

vi(k)>0,i=1,2 (4)
此时若求得某个k* Î{1,…,n-1},使得

v1(k*)v2(k*)=
max{v1(k)v2(k)|v1(k),v2(k)>0}

则(v1(k*),v2(k*))就是这个排序合作博弈问题的

一个博弈解。这意味着此问题就是求解这样的最优

解k*,从而此问题可以在O(n)时间内解决。下面4
个性质表明还可以更简单地直接得到问题的最优解。

性质1 在假定(1)成立时,问题解的可行域非

空的充要条件是

αl≤αr (5)
其中αl=ëmax{α1,α3}û+1,αr=émin{α2,α4}ù-1。

证明 可行域非空就是(4)式成立,(4)式成立等

价于(α1,α2)∩(α3,α4)∩{1,…,n-1}非空。因为

(α1,α2)∩(α3,α4)=(max{α1,α3},min{α2,α4}),从
而(4)式成立等价于

(max{α1,α3},min{α2,α4})∩{1,2,…,n-1}
非空。再从α2>α1≥0,α3<α4≤n可知(4)式成立其

实就等价于

(max{α1,α3},min{α2,α4})
中至少包含一个正整数,而这就是条件αl≤αr。

证毕

由于v1(x)·v2(x)=14p
2(x-α1)(x-α2)(x-

α3)(x -α4)是 关 于 x 的 四 次 多 项 式,故

v1(x)·v2(x[ ])′=0是关于x的三次多项式。因此,

v1(x)·v2(x[ ])′=0有3个根,不妨设为ξ1,ξ2,

ξ3(ξ1<ξ2<ξ3)。因此,ξ1,ξ2,ξ3 是v1(x)·v2(x)
的3个极值点,ξ2 是v1(x)·v2(x)的唯一的极大

值点。只需证明ξ2∈(max{α1,α3},min{α2,α4}),就
可以得到ξ2 是v1(x)·v2(x)在区间(max{α1,α3},

min{α2,α4})上的唯一极值点,也是最大值点。所

以,k*=ëξ2û或éξ2ù。
性质2 在条件1)和5)成立时,ξ2 在

I=(max{α1,α3},min{α2,α4})
内。

证明 由(5)式可知α3 与(α1,α2)的关系是

α1<α3<α2,α1=α3<α2,α3<α1<α2
这3种中的某一种,而同时α4 与(α1,α2)满足α4<
α2,α4=α2,α4>α2 中的一个条件。若令

β1=min{α1,α3},β2=max{α1,α3}

β3=min{α2,α4},β4=max{α2,α4}
则不论以上9种情况中的哪一种,都有β1≤β2<β3≤β4。
事实上这是αi 的升序排列,所以有

v1(x)·v2(x)=14p
2(x-β1)(x-β2)(x-β3)(x-β4)

又由于ξ1,ξ2,ξ3(ξ1<ξ2<ξ3)是 v1(x)·v2(x[ ])′=0
的3个根,因此,β2<ξ2<β3,即

max{α1,α3}<ξ2<min{α2,α4}
从而,ξ2∈I。 证毕

综合以上2个性质,容易得到以下性质。
性质3 当(5)式成立时,合作博弈问题G2|pj=

p|v1v2/∑Cj的博弈解(集)存在,且可以由下列各

式得到:a)如果ëξ2û∈I和éξ2ù∉I,那么k*=ëξ2û;b)
如果ëξ2û∉I和éξ2ù∈I,那么k*=éξ2ù;c)如果⌊ξ2û∈I
和éξ2ù∈I,那么当

v1(ëξ2û)·v2(ëξ2û)≥v1(éξ2ù)·v2(éξ2ù)
时,k*=ëξ2û;当

v1(ëξ2û)·v2(ëξ2û)≤v1(éξ2ù)·v2(éξ2ù)
时,k*=éξ2ù。

性质4 当(5)式成立时,合作博弈问题G2|pj=
p|v1v2/∑Cj的不同博弈解最多有2个。

3实例分析

例1 b1=4,b2=5,e1=5,e2=7,n=10,p=1,

α1=2,α2=5,α3=3,α4=8;I=(3,5),4<ξ2<5,
ëξ2û∈I,éξ2ù∉I,k*= ëξ2û=4。性质3中结论a)的
情况在此例中出现(如图1)。

例2 b1=5,b2=9,e1=9,e2=30,n=10,p=
1,α1=3,α2=6,α3=-2,α4=5;I=(3,5),3<ξ2<
4,ëξ2û∉I,éξ2ù∈I,k*= éξ2ù=4。这是性质3结论

b)的一个实现(如图2)。由bi 和ei 的情况看,第二

人的赢利能力要比第一人强很多,但是运用 Nash
的目标函数仍然得到和前例一样的结果。这说明两

合作收益函数的乘积这一目标函数在保证博弈解的
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Pareto有效性外还能通过适度地不过分地鼓励赢利

能力较强的合作者来保障相对赢利能力较弱一方的

合作收益。
例3 b1=6,b2=5,e1=12,e2=4,n=10,p=

1,α1=3,α2=8,α3=2,α4=9;I=(3,8),ξ2=
11
2
,

ëξ2û,éξ2ù∈I,k*=5或6。这个实例中的最优解不唯

一,出现了一个最优解集{5,6}(如图3),即此例是

性质3结论(c)中
v1(ëξ2û)·v2(ëξ2û)=v1(éξ2ù)·v2(éξ2ù)>0

的情况,但却仅有一个博弈解(3,6)。

   图1 性质3中结论a)的情况   图2 性质3结论b)的一个实现   图3 性质3结论c)中最优解不

   Fig.1 AnexampleforResulta)  Fig.2 AnexampleforResultb)        唯一,博弈解唯一

        inProperty3           inProperty3     Fig.3 Thescenariowithseveraloptimal
                                  solutionsandauniquebargainingsolutionfor

Resultc)inProperty3    

 
  图4 性质3结论c)中最优解    图5 maxv1(x)·v2(x)和 maxv1(x)+

      和博弈解都不唯一         v2(x)同解的情形   

  Fig.4 Thescenariowithseveral Fig.5 Thescenariowiththesameoptimal
 opimalsolutionsandbargainingones   solutionstomaxv1(x)·v2(x)and

   forResultc)inProperty3        maxv1(x)+v2(x)

  例4 b1=8,b2=5,e1=22,

e2=4,n=10,p=1,α1=4,α2=

11,α3=2,α4=9;I=(4,9),ξ2=
13
2
,

ëξ2û,éξ2ù∈I,k*=6或7。同例3
类似,这个实例中的最优解也不

唯一,出现了一个最优解集{6,7}
(如图4),即此例也是性质3结论c)
中v1(ëξ2û)·v2(ëξ2û)=v1(éξ2ù)·

v2(éξ2ù)>0的情况,但本例却有

两个不同的博弈解(5,6)和(6,

5)。

  例5 b1=b2=5,e1=e2=
4,n=10,p=1,α1=1,α2=8,α3=2,α4=9;I=
(2,8),ξ2=5,ëξ2û= éξ2ù∈I,k*=5(如图5)。值

得注意的是k* =5也是maxv1(k)+v2(k)的一

个最优解。由此例可看出,此问题当合作双方效

率完全相同时,Nash的最优化模型得到的解可使

合作双方的总(合作)收益最大化。事实上,可以证

明:当

min{α1,α3}+max{α2,α4}=12
(α1+α2+α3+α4)

时,1
4
(α1+α2+α3+α4)是 maxv1(x)·v2(x)的最

优解,即maxv1(x)·v2(x)和 maxv1(x)+v2(x)
同解。

4总结

本文研究相同工件总完工时间排序的合作博弈

问题,给出此合作博弈问题的纳什博弈(或讨价还

价)解,并用算例说明当两人商业联盟在商讨利益分

配时是有必要知道 Nash博弈(讨价还价)解(集)
的。至于此解(集)何时可以成为唯一需要考虑的解

(集)这个问题,在本文的后续研究工作中已经得到

相当地重视和研究。
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TheNashBargainingSolution(s)ofTwo-PersonCooperative
GamesonTotalCompletionTimeScheduling
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Abstract:Thispaperconsidersa(two-party)Nashbargainingprobleminvolvingjobscheduling.Inthisproblem,eachparty
canonlyofferonemachinetoprocessjobssothatthecooperationbetweenthemisnecessary.Itimpliestwopartiesshouldfirst
negotiateareasonablepartitionofallthejobstomakethecorrespondingcooperative(processing)profitallocationscheme,i.e.
thebargainingsolution,acceptabletoeachparty.ThispaperderivestheNashbargainingsolution(s)ofthecasewherethepro-
cessingtimeofeachjobisthesameandeachparty’sprocessingcostisdeterminedbyhistotalcompletiontime.
Keywords:scheduling;bargaining;cooperation;profit;allocation
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