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极小化加权总完工时间的工件可拒绝排序
*

张树霞1,张 峰2

(1.镇江船艇学院,船艇指挥系,江苏 镇江212003;2.上海第二工业大学 理学院,上海201209)

摘要:经典的排序问题要求工件都必须进行加工,然而在实际中有时候由于一些特殊的原因可以考虑工件不加工。
例如,加工时间非常大,或加工所需费用非常高,于是就不加工这一工件,而是通过支付一定的费用后送到外边“外
加工”或购买更合算,这类问题称为工件可拒绝排序问题。需要研究的任务是怎样选择工件在机器上进行加工或拒

绝,并且如何安排被接受加工工件的加工次序使给定的目标函数值最优。本文研究了工件可拒绝排序中,目标函数

是有限的总惩罚费用(总惩罚费用约束下)极小化加权总完工时间,工件到达时间都相同的同型机问题,设计了伪多

项式时间的动态规划算法,并给出了相应的FPTAS算法。
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  经典的排序问题要求工件都必须进行加工,然
而在实际中有时候由于一些特殊的原因可以考虑工

件不加工,例如:加工时间非常大,或加工所需费用

非常高,于是就不加工这一工件,而是通过支付一

定的费用 后 送 到 外 边“外 加 工”或 购 买 更 合 算。
把这类问题称为工件可拒绝排序问题。用三参

数表示为αrejγ,其中α代表的是机器环境,rej
代表工件可以被拒绝加工,γ代表需要研究的目

标函数。

Y.Bartal等[1]在2000年最早提出了工件可拒

绝的概念,此后由于工件可拒绝排序问题的复杂性

与应用性,引起了广大排序理论学者的极大关注。
工件可拒绝排序问题可具体描述为:有n个工件需

要加工,每个工件有加工时间(Processingtime)pj,
拒绝费用(Rejectionpenalty)ej,到达时间(Release
time)rj和工期(Duedate)dj(有时候可能或rj≡0
或/和dj≡∞),要研究的任务是怎样选择工件在机

器上进行加工或拒绝,并且如何安排被接受加工工

件的加工次序使给定的目标函数值最优。
本文研究的目标函数一般都是一个正则函数

(Regularobjectivefunction),即目标函数为每个工

件完工时间的非减函数与拒绝工件的拒绝费用(用
TCP表示)之和。

本文主要研究了离线情形下m 台同型机,目标

函数是有限的总惩罚费用(总惩罚费用约束下)极小

化加权总完工时间的工件可拒绝排序问题。用

J1,J2,…,J{ }n 表示已给定的工件,用SR表示可拒

绝排序。在SR模型中,每个工件Jj(1≤j≤n)由两

个参数(pj,ej)来刻画,其中如果工件被接受pj 是

其加工时间,如果工件被拒绝ej 是其拒绝费用。
工件可拒绝排序实质上是双目标排序问题,这

样有下面的4种模式可以研究。
(P1)极小化目标函数F1+F2;
(P2)在F2≤a的约束下极小化F1,其中a是

给定的一个输入;
(P3)在F1≤b的约束下极小化F2,其中b是给

定的一个输入;
(P4)求解所有的Pareto最优解。

其中F1 是原来的目标函数,F2 是总的拒绝费用。
在Graham等[2]提出的三参数表示法中,以上4个

模型在目标函数域中分别写成,F1+F2,F1/F2,

F2/F1 和(F1,F2)。

1研究概况

离线情形下,曹志刚和张玉忠[3]在2007年证明

了问题1rej,rj Cmax+TCP 即使只有两个到达时
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间,问题也是NP-难的,并给出了该问题的PTAS算

法。张利齐等[4]在2009年也对上述问题在只有两

个到达时间下的NP-难性给出了证明,同时给出了

问题的一个2-近似算法和FPTAS算法。Y.Bartal
等[1]对于工件不可中断目标函数是极小化最大完工

时间加总拒绝费用的排序问题:Pm rejCmax+
TCP,给出了算法APPROX,分析算法APPROX时

间复杂性为O(log(n)),性能比为(2-1)/m,最后对

于固定的m 设计了FPTAS算法,对于任意的m 给出

了一个多项式时间的近似算法。张玉忠等[5]在2009年

对拒绝费用有限制的多个问题分别进行了研究,证明

了问题1rejCmax/TCP 和1rej,rj Cmax/TCP 都是

NP-难的。对于问题1rej,rj Cmax/TCP,设计了

伪多项式时间算法和FPTAS算法。对于问题pm

rejCmax/TCP 设计了基于动态规划的伪多项式时

间算法,对 m 为固定的数时设计了FPTAS 算法。

对于问题1rej,rj ∑wjCj +TCP,D.W.Engels
等[6]在2003年证明其为NP-难的,并基于动态规划

给出了一个伪多项式时间算法和FPTAS算法。对

目标函数为最大延迟和最大延误的单机工件可拒绝

排序问题,S.Sengupta等[7]在2003年进行了研究,
相应结论如下:对问题1||Lmax(s)+TCP和问题

1||Tmax(s)+TCP的 NP-难性给出了证明,并分别

设计了伪多项式时间算法,最后对最大延迟问题设

计了PTAS算法。另外,考虑了1||Lmax(s)+∏ej,
并设计了FPTAS算法。对于问题

1rej ∑wjcj/TCP
曹志刚和张玉忠[8]在2006年证明了它的NP-困难

性,并设计了FPTAS算法。
本文研究工件可拒绝排序中,目标函数是有限

的总惩罚费用(总惩罚费用约束)下极小化加权总完

工时间的同型机问题Pm rej ∑wjcj/TCP ,设计

了伪多项式时间的动态规划算法,并给出了相应的

FPTAS算法。

2动态规划和FPTAS算法

任意给定一个工件集{Jj=(pj,wj,ej):1≤j≤
n},m 台同型机{M1,M2,…,Mn},其中m 是常数,
给定总惩罚费用TCP 的一个界E,每个工件只能由

一台机器加工,下面将用动态规划方法找一个使得

加权总完工时间为最小的排序,而且其总惩罚费用

TCP 不超过E。
引理1[8] 问题1 rej ∑wjCj/TCP 是 NP-

难的。
既然问题1|rej|∑wjCj/TCP 是问题

Pm rej ∑wjCj/TCP
的特例,而问题1rej ∑wjCj/TCP 是NP-难的,可
见问题Pm rej ∑wjCj/TCP 是NP-难的。

假设所有的工件已按pj/wj 非减的顺序排列。
对于J1,J2,…,Jj 的一个排序,记机器 Mi(1≤i≤
m)上总加工时间为Pi,加权总完工时间为Ai。令

P=(P1,P2,…,Pm)T,A=(A1,A2,…,Am)T,显然

P、A 都是m 维向量,则称其状态为(j,P,A)。
用f(j,P,A)表示工件J1,J2,…,Jj 在机器Mi

(1≤i≤m)上总加工时间为Pi,0≤Pi≤∑
n
j=1pj,且

加权总完工时间为Ai 的排序中TCP 的最小值。
若记Ev 是第v 个分量为1的m 维单位向量。

有递推关系

f(1,P,A)=
0,若PEv=p1,AEv=w1p1
e1,若PEv=0,AEv=0
+¥,

ì

î

í

ï
ï

ïï 其它

f(j,P,A)=
minf(j-1,P-pjEv,A-wjEv),f(j-1,P,A)+e{ }j

找最小的加权总完工时间和相应的 A,使其满足

f(n,P,A)≤E 对某个 P,0≤Pi≤∑
n
j=1pj 成立,

则相应的f(n,P,A)就是最优目标值。然后用倒

推法可以得到相应的最优排序。
很容易计算此动态规划的时间复杂性为

O(n(nPmax)m (n2Pmaxwmax)m)
这是输入的一个伪多项式。

为了在多项式时间内得到一个(1+ε)-近似解,
可以用Pm dm Cmax/TCP [9]中类似的方法。即利

用状态空间修剪(Trimmingthestate-space)技巧将

每个状态空间进行修剪,以使得新的状态空间的

基数是输入的多项式,而修剪所付出的精度方面

的代价足够小。唯一的不同是,对于每个状态向

量(j,P,A),需要使用两次拉伸技术(Stretching
technique):如果Pi(1≤i≤m)不是1+ε0 的整数次

方,其中ε0=ε/(4n),则首先将pj 拉伸一点使得

Pi 是这种形式,然后将wj 拉伸一点使得Ai(1≤i≤
m)也是1+ε0 的整数次方。对于已经是这种形式的

Pi(在这个状态工件Jj 可能被拒绝),只需拉伸wj。
经过这两步操作以后,Ai 最多变为原来的(1+ε0)2

倍。
不难计算,相应的运行时间是

O(n((1/ε)nlog(nPmax))m ((1/ε)nlog(n2Pmaxwmax))m)
这是一个输入规模的多项式。
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定理2 问题 Pm rej ∑wjCj/TCP 有 FP-
TAS算法。

3结论和进一步研究方向

本文首次研究了工件可拒绝排序中,有限的总

惩罚费用(总惩罚费用约束)下极小化加权总完工时

间的m 同型机问题Pm rej ∑wjCj/TCP。对此类

问题的同类机以及无关机情形有待进一步研究。 
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Abstract:Intheclassicalschedulingmodels,itisalwaysassumedthatforanyjob.Wehavetoprocessit,however,inthereal
world;wecanchoosenottoprocessajob.Forexample,theprocessingtimeistoolongortheprocessingpenaltyisexpensive.
Soitisworthwhileforustosenditoutsidetobeprocessedorpurchasedbypayingsomemoney,wecalltheproblemschedu-
lingwithrejection.Thetaskweareabouttoresearchishowwechoosethejobtobeprocessedorrejected,andhowwearrange
fortheprocessingordersofthejobssoastooptimizetheobjectivefunctionvalue.Inthispaper,weconsiderthescheduling
withrejectiontominimizethetotalweightedcompletiontimewiththeconstraintoftotalrejectionpenaltiesonmidenticalpar-
allelmachines.WeshowthatitisNP-hardanddesignapseudo-polynomialtimealgorithmaswellasanFPTASthroughdy-
namicprogramming.
Keywords:rejectionscheduling;dynamicprogramming;FPTAS
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