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一类修正LS谱共轭梯度法的全局收敛性
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摘要:谱共轭梯度法是一类将共轭梯度法和谱梯度法相结合的方法。2001年由Birgin和Martinez首先提出,但该方法不能

保证始终产生下降方向。本文用已有的修正方法,给出一个修正的Liu-Storey公式,并结合谱梯度法,提出了一个具有充分

下降性的修正Liu-Storey谱共轭梯度法,证明了该方法在标准Armijo非精确线搜索下的全局收敛性,并易推知该方法在

Armijo-Goldstein非精确线搜索准则下同样满足全局收敛性。给出的数值实验表明,新算法略优于LS方法。
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  首先考虑下面的无约束最小化问题:
min  f( )x ,x∈Rn (1)

其中Rn 表示维欧氏空间,f:Rn→R是连续可微函数,
并且它的梯度g是可获得的。共轭梯度法因其具有

算法简单,易于编程,需要存储空间小等优点而被广

泛应用于大规模无约束问题(1)式。它的迭代格式

xk+1=xk+αkdk (2)

dk=
-gk,k=1
-gk+βkdk-1,k≥{ 2

(3)

其中dk 为搜索方向,αk 是通过一维搜索获得的步

长。最早 的 非 线 性 共 轭 梯 度 法 是 由 Fletcher和

Reeves[1]在1964年提出的,简称FR方法。FR方

法的参数βk 的公式为βFR
k =

‖gk‖2

‖gk-1‖2
。比较著名的

共轭梯度法还有PRP、HS、LS和DY方法[2-6]。
在共轭梯度法的计算中,还需考虑确定步长αk

的线搜索准则,包括精确的和非精确的。常用的非

精确线搜索有 Wolfe线搜索[7]、强 Wolfe线搜索、
Armijo线搜索、Armijo-Goldstein线搜索等。Armijo
线搜索准则为

f(xk+αkdk)≤f(xk)+σαkgT
kdk (4)

选择公式中步长αk=max{ρj,j=0,1,2,…},其
中ρ∈(0,1),σ∈(0,1)。

Armijo-Goldstein线搜索准则

f(xk)+(1-σ)αkgT
kdk≤

f(xk+αkdk)≤f(xk)+σαkgT
kdk (5)

式中步长αk=max{ρj,j=0,1,2,…},其中ρ∈

(0,1),σ∈ 0,æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
。

BirginandMartinez[8]结合共轭梯度法和谱梯度

法[9]构造了一种谱共轭梯度法。搜索方向dk 定义为

dk=
-gk,k=1
-θkgk+βkdk-1,k≥{ 2

,βk=
(θkyk-1-Sk-1)Tgk

dT
k-1yk-1

其中yk-1=gk-gk-1,sk-1=xk-xk-1,θk=
sTk-1sk-1

sTk-1yk-1

是一个参数。但是该方法不能保证搜索方向dk 具

有充分下降性。韦增欣等在文献[10]中对 HS方法

进行修正,并在一定的线搜索下证明了算法的收敛

性,数值实验表明文献[10]中的修正 HS方法计算

效果优于HS方法。
由于LS方法的参数βk 与HS方法的参数βk 的

分子相同,借鉴文献[10]的修正方法,并结合文献

[8],本文给出了一类具有充分下降性的修正LS谱

共轭梯度法,并在标准Armijo非精确线搜索下证明

了该方法的全局收敛性,给出的数值结果显示该方

法略优于LS方法。

1LS谱共轭梯度算法

考虑无约束优化问题(1)式,结合文献[5,8,10-
11],本文给出的修正LS谱共轭梯度法的迭代格式

及参数公式如下

xk+1=xk+αkdk (6)
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dk=
-gk,k=1
-θkgk+βMLS

k dk-1,k≥{ 2
(7)

其中βMLS
k 表示修正的LS公式,它的形式为

βMLS
k =

gT
k gk-

gT
kgk-1

‖gk-1‖2gk
æ

è
ç

ö

ø
÷-1

-gΤ
k-1dk-1

(8)

(7)式中θk=1-
gT

kdk-1(1-cos2rk)
gT

k-1dk-1
是一个参数,rk

表示gk 和gk-1之间的夹角。由(6)、(7)式易得对所

有的k均有

gT
kdk=-‖gk‖2 (9)

成立。因此新给出的修正LS谱共轭梯度法是一个

下降方法。
算法1 Step1 给定ρ∈(0,1),σ∈(0,1),ε>

0。选择一个初始点x1∈Rn,并令d1:=-g1,k:=1;
Step2 如果‖gk‖≤ε,则停止。反之进入

Step3;
Step3 让xk+1=xk+αkdk,dk 由(7)式计算得

到,要求αk 满足Armijo线搜索准则(4)式。
Step4 令k:=k+1,并转入Step2。

2全局收敛结果

  为了证明需要,要求目标函数满足假设 H:ⅰ)
f( )x 在水平集L= x|f( )x ≤fx( ){ }1 上有下界,其
中x1 为初始点;ⅱ)在L的一个邻域N 内,f( )x 连

续可微且梯度向量g满足Lipschitz条件,即存在常

数M>0使得‖g(x)-g(y)‖≤M‖x-y‖,∀x,
y∈N。

从上述假设H知,一定存在两个正常数β和r,
使得‖x‖≤β,‖g(x)‖≤r,∀x∈N 成立。

引理1 若假设 H成立,g{ }k 和 d{ }k 由修正的

LS谱共轭梯度算法产生,则一定存在一个常数c=

min1,1-( )σρ{ }M >0在dk≠0的前提下,对所有的

k使得不等式(10)式成立

αk≥c‖
gk‖2

‖dk‖2
(10)

证明 当αk=1,由(9)式和Schwarz不等式可

得‖gk‖·‖dk‖≥ gT
kdk =‖gk‖2,变形得

‖gk‖
‖dk‖≤1

。因此,当c=1时,(10)式成立。

若αk<1,由Armijo线搜索准则知,ρ-1αk 不满

足不等式(4)式,即
fx+ρ-1αkd( )k -fx( )k >σρ-1αkgΤ

kdk (11)
成立。因为算法1是一个下降方法,所以有 x{ }k ⊂
L。由中值定理和假设 H中的ⅱ)可知对一些tk∈
0,( )1 ,有

fxk+ρ-1αkd( )k -fx( )k =

ρ-1αkg xk+tkρ-1αkd( )k
Τdk=ρ-1αkgΤ

kdk+
ρ-1αk gxk+tkρ-1αkd( )k -g( )k

Τdk≤
ρ-1αkgΤ

kdk+Mρ-2α2k ‖dk‖2 (12)
结合 (11)、(12)和 (9)式得

αk≥
1-( )σρ‖gk‖2

M ‖dk‖2
≥c‖gk‖2

‖dk‖2
证毕

引理2 若假设 H 成立,g{ }k 和 d{ }k 由算法1
产生,则

∑
k≥1

‖gk‖4

‖dk‖2 <
¥ (13)

证明 在 假 设 H 的 条 件 下,结 合(4)式 得

∑
k≥0

-σαkgΤ
kd( )k < ¥,结合(9)式,即得

∑
k≥0

α2k ‖dk‖( )2 < ¥ (14)

综合(10)、(14)式,可证明(13)式成立。 证毕

定理1 若假设H成立,x{ }k 由算法1产生,此
时算法1或者有限步终止于一个平稳点,或者以

(15)式的意义收敛

liminf
k→¥

‖gk‖=0 (15)

证明 若对某个k有gk=0,则xk 为稳定点,定
理得证,否则假设(15)式不成立,则存在ε>0,使得

‖gk‖2≥ε,∀k≥1 (16)
由(7)式得

‖dk‖2=βMLS( )k
2 ‖dk-1‖2-2θkgΤ

kdk-θ2k ‖gk‖2

(17)
在(17)式两边同时除‖gk‖4,并结合(8)、(9)和
(16)式,可得

‖dk‖2

‖gk‖4
=βMLS( )k

2‖dk-1‖2

gΤkd( )k
2 -2θkgΤ

kdk

gΤkd( )k
2-

θ2k
‖gk‖2

=

‖gk‖2·‖gk-1‖2 1-cos2γ( )k

-‖gk-1‖2 gΤ
k-1dk( )

é

ë
êê

ù

û
úú

-1

2
·

‖dk-1‖2

‖gk‖2
-θ2k-2θ( )k

‖gk‖2
=

1-cos2γ( )k
2 ‖dk-1‖2

‖gk-1‖4
-θk( )-1 2

‖gk‖2
+ 1
‖gk‖2

≤

‖dk-1‖2

‖gk-1‖4
+ 1
‖gk‖2

≤‖dk-1‖2

‖gk-1‖4
+1ε

(18)

因为‖d1‖
2

‖g1‖4
= 1
‖g1‖2

≤1ε
,由(18)式可推得

‖dk‖2

‖gk‖4
≤k
ε
,∀k≥1 (19)

由(19)式可知∑
k≥1

‖gk‖4

‖dk‖2=
¥,这与(13)式相矛盾。

证毕

定理2 若假设H成立,将算法1中的Armijo
线搜索准则改为 Armijo-Goldstein线搜 索 准 则,
x{ }k 由修改后的算法产生。新算法或者有限步终止

于一个平稳点,或者liminf
k→¥

‖gk‖=0。
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证明与定理1类似。

3数值试验

本文给出的方法简记为SMLS,本节将在标准

Armijo非精确线 搜 索 准 则 下,分 别 用 LS方 法、
SMLS方法对测试函数进行试算,并进行比对。表

格中Problem 表示测试函数[12],NI/NF/NG分别

代表迭代次数、函数迭代次数、梯度迭代次数。计算

中参数σ=0.5,ρ=0.8,取ε=10-5。

表1 LS方法与SMLS方法的数值结果对比

Fig.1 Thenumericalresultscontrastbetween
LSmethodandSMLSmethod

LS方法 SMLS方法

测试函数 NI/NF/NG NI/NF/NG
CUBE 36/1559/37 72/1995/73
ROSE* 30/823/31 30/438/31
PowellS* 77/1404/78 69/1229/70
Wood* 189/5183/190 176/4543/177
FROTH 9/260/10 12/470/13

表1中,加“*”的测试函数表示SMLS算法的

数值结果优于LS算法。从上表给出的数值结果可

知,在标准Armijo非精确线搜索准则下,本文给出

的 MSLS方法的计算效果略优于LS方法。
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Abstract:Spectralconjugategradientmethodisakindofmethodthatcombinesconjugategradientmethodwithspectralgradientmeth-
od.In2001,itwasfirstputforwardbyBirginandMartinezin[8],butthismethodcannotalwaysguaranteetogeneratedescentdi-
rections.ThispaperfirstgivesoutamodifiedLiu-Storeyformulawhichusesthemodifiedmethodgivenbyliterature[10],andthen
combinesthemodifiedLiu-Storeyformulawiththespectralgradientmethod,puttingforwardamodifiedLiu-Storeyspectralconjugate

gradientmethodsatisfyingthesufficientdescentcondition.AndtheglobalconvergenceofthemethodwiththestandardArmijoinexact
linesearchisproved;itiseasytodeducethemethodalsosatisfyingtheglobalconvergenceundertheArmijo-Goldsteininexactline
searchrule.ThegivennumericalresultsshowthatthenewmethodisalittlebetterthanLSmethod.
Keywords:modifiedLiu-Storeyconjugategradient;Arrmijo-typelinesearch;globalconvergence
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