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拟Banach空间正交的右存在性和左存在性
*

薛 建 明

(昆明理工大学 津桥学院,昆明650106)

摘要:给出了一类新的正交性—拟Banach空间正交性,它是正交性的一种推广。首先,建立了拟Banach空间中两个

元素的正交性与线性泛函之间的关系,并给出拟Banach空间正交的充要条件,即设X 是实数域R上的拟Banach空

间,有界线性泛函f∈SX* = f∈X*:‖f‖{ }=1 ,非零元素x∈X,H={h∈H:f(h)=0}是 X 的超平面,则

f( )x =‖x‖ 等价于x⊥H;然后,给出了拟Banach空间正交右存在性和左存在性的充分条件;最后,举例说明

了拟Banach空间中任意两元素不一定有正交右存在性。
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1基本定义

随着Banach空间正交性理论的研究与发展,许
多正交性质得到了深入研究,并得到了一些很好的

结果,在20世纪30年代,G.Birkhoff在文献[1]中
最早给出Banach空间上B-正交性的定义,R.C.
James在文献[2]中研究了赋范空间中B-正交性与

线性泛函、超平面等概念的关系,正交性得到了很多

较深入的研究[3]。受此启发,本文研究了拟Banach
空间正交性,并以线性泛函为主要工具来研究拟

Banach空间中两个元素的正交右存在性和左存在

性,并举例说明了拟Banach空间中任意两元素不一

定有正交右存在性。
定义1[4-5] 设 X 是实线性空间,‖·‖是 X

上的实值函数,满足

1)对任意的x∈X,‖x‖≥0并且‖x‖=0,
当且仅当x=0;

2)对任意的λ∈R及任意的x∈X,有‖λx‖=
λ ‖x‖;

3)存在常数C≥1,使对任意的x,y∈X,有
‖x+y‖≤C‖x‖+C‖y‖。

称‖·‖是X 上的拟范数,称(X,‖·‖)是拟赋范

线性空间,完备的拟赋范线性空间是拟Banach空

间,当C=1时,(X,‖·‖)是赋范线性空间。
定义2[6] 由实线性空间X 上的非零线性泛函

及r∈R所定义的集合

Hf={x∈X:f(x)=r}
称为X 中的超平面。

定义3[7] 设 X,Y 是拟Banach空间,称线性

算子T:X→Y 是有界的,如果有常数 M≥0,使得

‖Tx‖≤M‖x‖对所有的x∈X 成立。
定义4[7] 设 X,Y 是 拟 Banach 空 间,用

L(X,Y)表示一切由X 到Y 的有界线性算子的全

体,并规定

‖T‖=sup
x∈X\0

‖Tx‖
‖x‖

为T∈L(X,Y)的拟范数,用 X* 表示L(X,K),
即X*表示X 上的线性有界泛函的全体

2主要结果

定义5 设X 是R上的拟Banach空间,x,y∈
X,若对于任意的λ∈R,满足如下不等式

‖x+λy‖≥‖x‖
则称x正交于y,记为x⊥y。

右存在性:设 X 是 R上的拟Banach空间,x,

y∈X,存在a∈R,满足x⊥(ax+y)。
左存在性:设 X 是 R上的拟Banach空间,x,

y∈X,存在a∈R,满足(ax+y)⊥x。
在拟Banach空间中正交性与线性泛函、超平面

的关系如下。

* 收稿日期:2011-12-05  网络出版时间:2012-9-15 23:19
作者简介:薛建明,女,硕士,研究方向为泛函分析与矩阵理论。

网络出版地址:http://www.cnki.net/kcms/detail/50.1165.N.20120915.2319.201205.50_012.html



定理1 设X 是实数域R上的拟Banach空间,
有界线性泛函f∈SX* = f∈X*:‖f‖{ }=1 ,非零

元素x∈X,H={h∈H:f(h)=0}是X 的超平面,
则 f( )x =‖x‖ 的充要条件是x⊥H。

证明 (必要性)若 f( )x =‖x‖,对任意的

h∈H,λ∈R,有

fx+λ( )h = f( )x +fλ( )h =
f( )x ≤‖f‖‖x+λh‖

从而对任意的h∈H,λ∈R,‖x+λh‖≥‖x‖。即

x⊥H。
(充分性)由超平面的定义可知,此定理中的

H=Nf,(Nf 表 示 f 的 核 空 间)若 x⊥H,设

f( )x =p‖x‖,因为对任意的h∈H,λ∈R,

‖x+λh‖≥‖x‖

对任意的y∈X,y=
( )fy

f ( )xx+ y-
( )fy

f ( )x
æ

è
ç

ö

ø
÷x ,且

y-
( )fy

f ( )xx∈H,于是

( )fy = f
( )fy

f ( )xx+ y-
( )fy

f ( )x
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷x =

f
( )fy

f ( )x
æ

è
ç

ö

ø
÷x =P ( )fy

f ( )xx ≤

P ( )fy
f ( )xx+ y-

( )fy
f ( )x

æ

è
ç

ö

ø
÷x =P‖y‖

因而1=‖f‖=P,f(x)=‖x‖。 证毕

推论1 设X 是实数域R上的拟Banach空间,
非零元素x,y∈X,若存在有界线性泛函f∈X*,

f( )x =‖x‖,‖f‖=1, ( )fy =0,则

x⊥y
推论2 (右存在性)设X 是实数域 R上的拟

Banach空间,非零元素x,y∈X,若存在有界线

性泛函f∈X*,‖f‖=1,f( )x =‖x‖,a=

- ( )fy
f ( )x

,则x⊥ ax+( )y 。

拟Banach空间正交左存在性与线性泛函有如

下关系。
定理2 (左存在性)设 X 是实数域 R上的

拟Banach空间,非零元素x,y∈X,若存在有界

线性泛函f∈X*,‖f‖=1, ( )fy =‖ax+y‖,

f( )x =0,则 ax+( )y ⊥x。
证明 如果存在有界线性泛函f∈X*,‖f‖

=1, ( )fy =‖ax+y‖,f( )x =0,则对任意的λ∈
R,有

‖ax+y‖= ( )fy =fax+y+λ( )x ≤
‖f‖‖ax+y+λx‖=‖ax+y+λx‖

所以 ax+( )y ⊥x。 证毕

定理3 设X 是实数域R上的拟Banach空间,

x,y∈X,如 果 存 在 实 数 A,B,A <B,并 且

Ax+( )y ⊥x,Bx+( )y ⊥x,那么对于A≤a≤B,则
必有下列命题之一成立:

1)ax+( )y ⊥x;

2)‖ax+y‖=β‖Ax+y‖=β‖Bx+y‖,其
中1<β≤C。

证明 因为 Ax+( )y ⊥x,Bx+( )y ⊥x,所以‖Ax
+y‖=‖Bx+y‖。若(1)式不成立,存在0<λ<1,使
得a=λA+1-( )λB,则
‖Ax+y‖<‖ax+y‖=‖λA+1-( )λ( )Bx+y‖=
‖λAx+( )y + 1-( )λ Bx+( )y ‖≤C‖Ax+y‖

令β=
‖ax+y‖
‖Ax+y‖

,则

‖ax+y‖=β‖Ax+y‖=β‖Bx+y‖
其中1<β≤C。 证毕

在实数域R上的拟Banach空间X 中,并非对任

意的非零元素x∈X,都存在过原点的超平面H,使得

x⊥H;并非对任意的非零元素x,y∈X,都存在a∈
R,使得x⊥ax+( )y 。下面例子将很好地说明这两个

问题。

例1 拟Banach空间l
1
2
2={x=(x1,x2):|x1|

1
2+

|x2|
1
2<+¥,x1,x2∈R}其拟范数定义为

‖x‖=(|x1|
1
2+|x2|

1
2)2,x∈l

1
2
2

x= 1,( )1 ∈l
1
2
2,则对任意0≠y∈l

1
2
2 均有x 与y 不

正交。
证明 对任意的0≠a∈R,令y= a,( )0 ,取λ=

-1a
,则‖x+λy‖=‖x-y

a‖=1<4=‖x‖
。

对任意的0≠a∈R,令y= 0,( )a ,取λ=-1a
,

则 ‖x+λy‖=‖x-y
a‖=1<4=‖x‖

。

下证对任意的a,b∈R,ab≠0,a≠b,y= a,( )b ,
都存在λ,使得

‖x+λy‖<‖x‖
若不然,存在a,b∈R,ab≠0,a≠b,y= a,( )b ,

对任意λ∈R,都有‖x+λy‖≥‖x‖。

当取λ=-1a
时,有 1-b

a ≥4。

当取λ=-1b
时,有 1-a

b ≥4。

容易知道同时满足上面两个不等式a,b是不存
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在的,从而对任意0≠y∈l
1
2
2 均有x与y 不正交,进

而不存在过原点的超平面与x正交。 证毕

例2 在拟Banach空间l
1
2中,x= 1,1,0( ),… ,

y= -1,0,0( ),… ,证明:x,y的右存在性不存在。
证明 要证x,y的右存在性不存在,只须对任

意的a∈R,都存在λ0∈R,使得

‖x‖>‖x+λ0 ax+( )y ‖
当a=0时,取λ0=1,则

4=‖x‖>1=‖x+y‖

当 a >14
时,取λ0=-1a

,则

x-1a ax+( )y = 1a <4=‖x‖

当 a ≤14
时,取λ0= 1

1-a
,则

x+ 1
1-aax+( )y = 1

1-a≤
4
3<4=‖x‖

综上可知x,y的右存在性不存在。 证毕
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Right-ExistenceandLeft-ExistenceofOrthogonalityinQuasi-BanachSpaces

XUEJian-ming
(OxbridgeCollege,KunmingUniversityofScienceandTechnology,Kunming650106,China)

Abstract:Aclassofnewgeneralizedorthogonalityofquasi-Banachspacesisgiveninthispaper.Itisageneralizationoforthog-
onality.First,therelationoforthogonalityandlinearfunctionalareintroduced.Atthesametime,anecessaryandsufficient
conditionoforthogonalityinquasi-Banachspacesisgiven.Namely,letX beaquasi-BanachspacesonR,f∈SX* =

f∈X*∶‖f‖{ }=1 forallx∈Xandx≠0,H={h∈H∶f(h)=0},then f( )x =‖x‖isequivalenttox⊥H.Thesuf-
ficientconditionsofright-existenceandleft-existenceoforthogonalityarediscussed.Finally,twoexampleswhichshowthat
right-existenceoforthogonalityinquasi-Banachspacesdoesnotexistforallelementsaregiven.
Keywords:quasi-Banachspace;orthogonality;hyperplane
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