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H-76I& 型线搜索一个修正 J= 共轭梯度法的全局收敛性
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孟继东，杜学武
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摘要：提出一个新的修正 J6,E=;&-9< 共轭梯度（LJ=2M）算法。在精确线搜索下 LJ=2M 算法化归为标准的 J6,E=;&-9<
（J=）共轭梯度算法。LJ=2M 算法产生的搜索方向不依赖于所使用的线搜索准则而具有充分下降性。本文证明了

LJ=2M 算法在一个 H-76I& 型线搜索下具有全局收敛性。数值试验表明，对于多数算例 LJ=2M 算法比 NON、P=、J=
等算法具有更好的计算结果。
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其中 #：!"#!为连续可微函数，其梯度向量记为 ( )$ ! 。

共轭梯度法是求解问题（$），特别是大规模问

题的主要方法之一。共轭梯度法的迭代格式为

!% R $ S !% R !%&% （"）

&% S
T $%，% S $
T $% R "%&% T $，%${ "

（K）

其中 $% S!# !( )% ，&% 为搜索方向，!% 是用某种线搜

索得到的步长，"% 是一个纯量，其取法满足：当#（!）

为二次凸函数且采用精确线搜索时，方法（"）U（K）

化归为线性共轭梯度法。

常见的共轭梯度法包括 V09;>39-EO99’9:（VO）方

法、N&0/WEO6X69-9EN&0</W（NON）方法、P9:;9.9:E=;69190
（P=）方法、共轭下降（2@）方法、J6,E=;&-9<（J=）方

法和 @/6EY,/.（@Y）方法等。这些方法中的 "% 取值

如下：
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其中 )% T $ S $% T $% T $。

VO 方法、2@ 方法和 @Y 方法具有较好的理论

收敛性，而 NON 方法、P= 方法和 J= 方法具有较好

的数值计算效果［$E$"］。

张丽［[］提出一个新的 J6,E=;&-9< 型方法，并证

明了该方法对一般非线性函数在 M-6\\&EJ,>6]6 线搜

索下具有全局收敛性。张丽［[］还修正了她提出的

J6,E=;&-9< 型方法，使得修正后的方法在强 ^&019E
N&_900 线搜索下对非凸函数具有全局收敛性。

张丽［)］受拟牛顿方向迭代公式的启发，修正了

NON 方法的搜索方向，取搜索方向 &% 为

&% ’ ( $% * "NON
% &%($ * #%)%($

其中 #% ’
$Z

% &%($

%$%($%
"，从而使新算法具有充分下降性

和全局收敛性，并且获得了很好的数值试验结果。

本文受文献［)］的启发，对 J6,E=;&-9< 方法进行

了修正，得到一个新的修正 J6,E=;&-9<（LJ=）算法，

并证明了新算法在一个 H-76I& 型线搜索下的全局

收敛性。所采用的 H-76I& 型线搜索准则为：取步长

!% S 7/‘｛$+：+ S #，$，"，⋯｝，使得不等式
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成立，其中 $"（#，$），%$"（#，$），%" a #。

$ LJ=2M 算法

本文给出的新算法迭代格式为（$）式和
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称（!）、（"）式为 #$% 方法。当线搜索精确时，

新方法就得到标准的 $% 共轭梯度法。同时由（&）

式和 !$%
! 知对 !$ ! 有

"’
! #! ( )%"!%

& （*）

算法+ 步骤 !，给出 $!"!
%，"$, 令 #! ( ) "! (

)!& $( )! ，!：( !，若%"!% - " 立即停止；步骤 &，找

到步长 #!，满足（.）式；步骤 /，令 $! 0 ! ( $! 0 #!#!，

"! 0 ! ( " $!( )0 ! ，若%"! 0 !% - " 立即停止；步骤 .，通

过（"）式求得 #! 0 !；步骤 "，令 !：( ! 0 !，返回步骤

&。

& 算法的收敛性

本文做如下假设：

（1!） ( )& $ 在 水 平 集 $ ( ｛$"!% &（ $）&
&（$!）｝有下界，其中 $! 为初始点。（1&）& 在水平集

$ 的一个邻域 ’ 内连续可微，且其梯度满足 $2345627
89 条件，即存在常数 ( : ,，使得

+ % ( )" $ ) ( )" ) %&(%$ ) )%，’$，)"’ （;）

显然，在上述假设下，存在某个 %! : , 使得
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通过上述假设，由
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引理 ! + 如果存在常数 " : , 使得%"!%$"，

则对任意的 !，必存在常数 / : , 满足%#!%&/。

证明 + 由（"）?（@）、（<）式 及 假 设（ 1&）、

%56ABC9 不等式和引理的条件易知，对任意 !$& 有
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由（!,）式知，存在某个常数 0"（,，!）和整数 !,

使得不等式
&%!(#! ) !%#! ) !%

"& & 0 对所有 !$!, 成

立。从而对任意 !$!,，有
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%#!,%｝，则有%#!%&/ 对任意 !$! 成立。 证毕

定理 !+ 在假设（1!）、（1&）成立的条件下，设

${ }! 由采用 EC>2FG 型线搜索准则（.）的 #$%HI 算

法产生，那么，或者%"!% ( , 对某个 ! 成立，或者有

=2> 2JK
!#"
%"!% ( ,。

证明 + 反证法。假设定理的结论不成立，则存

在常数 " : ,，使得%"!%$" 对任意 ! 成立。下面

分 & 种情况进行讨论。
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#! : ,，则由（*）、（!,）式容易推出

=2> 2JK
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%"!% ( ,，这与假设矛盾。
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由算法的步骤 & 可知当 !"1 充分大时，’ ) !#!

不能满足
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由中值定理和假设（1&）可知，存在 2!" ,，( )! 使得
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再由（!!）式，当 !"1 充分大时有
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由引理知，#{ }! 有界，从而由上面不等式和 =2>
!"1，!#"

#! (,

得知=2> 2JK
!#"
%"!% ( ,，这与假设矛盾。 证毕

/ 数值试验

对于 LML、1%、$% 共轭梯度算法和 #$%HI 算法，

采用 #B8=BN 编程，对一些标准的测试函数进行了数值
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试验［!"］。数值试验结果见表 !。表中“#$%&’()”表示

测试函数的名称；“!"#”表示测试函数自变量的个

数；“$%，$&，$’”依次表示为迭代次数、函数值计算次

数、梯度值计算次数；*表示迭代失败。

+ + 通过表 ! 的数值结果，说明了新方法的可行性，

优于其他方法。

表 !+ 计算结果

,-&. !+ /%)012-23%4 $(51’2

#$%&’() !"#
#6#

（$% ( $& ( $’）

78
（$% ( $& ( $’）

98
（$% ( $& ( $’）

:98
（$% ( $& ( $’）

$%5(4&$%;< = !>! ? >@A ? !>= !B= ? C@A ? !B" !>> ? A"" ? !>A !"C ? >=C ? !"D
E$(1F(452(34 -4F 6%2G = =B ? CDA ? =C !> ? A@! ? !A != ? "=> ? !" =! ? >B> ? ==

H$%I4 = * @A ? A "DB ? @C !>! ? =" "@= ? !>= @! ? > !AA ? @=
H(-’( = =! ? @!= ? == !@ ? @C" ? !A =" ? >"B ? =@ =@ ? @JJ ? =>
H%K " @ A!= ? D "DA ? @ A!" C ? =!= ? !J > "A" ? !J BC! ? > "A@ !" !"> ? @@ =DA ? !" !"A

L-1553-4 " !! ? @>= ? != D ? >C ? !J !J ? @@= ? !! A ? ? @B ? B
#%I(’’ 834M1’-$ @ "!D ? A @A= ? "=J =BC ? A BA> ? =CJ !DJ ? " >BD ? !D! @= ? C"J ? @"

H$%I4 -4F N(4435 @ D BDJ ? =J J>B ? D BD! !C DJA ? "C "BJ ? !C DJB D C!J ? =J J>A ? D C!! D BAJ ? !D DCJ ? D BA!
O%%F @ =J@ ? A JCJ ? =J> ="D ? A D"J ? =@J !DB ? > ABA ? !DC !DJ ? > =@" ? !D!

PK2(4F $%5(4&$%;< C =C ? @B= ? =D !C ? "=! ? !D =C ? C=D ? =D =A ? "DC ? =B
PK2(4F $%5(4&$%;< !J "C ? >"A ? "@ =B ? "@= ? "= "A ?D"A ? "" "= ? >@" ? =C

参考文献：

［!］H$-14 O Q，O-4M 9，RG-% S T. #$%0($23(5 %U 2G( M(%)(2$3;
-4F $(’-2(F 0$%;(55(5［ Q］. V-W-’ 6(5(-$;G 9%M3523;5，=JJ>，

>=（B）：AJBXA!A.
［=］N-3 S 7 ，S1-4 S Y. Z 4%4’34(-$ ;%4[1M-2( M$-F3(42 I32G -

52$%4M M’%&-’ ;%4W($M(4;( 0$%0($2\［ Q］. 8]Z: Q%1$4-’ %4
^023)3_-23%4，=JJJ，!J（!）：!BBX!C=.

［"］E’(2;G($ 6，6((W(5 /. E14;23%4 )343)3_-23%4 &\ ;%4[1M-2(
M$-F3(425［Q］. /%)012($ Q%1$4-’，!DA@，B（=）：!@DX!>@.

［@］7(52(4(5 : 6，823(U(’ P 9. :(2G%F5 %U ;%4[1M-2( M$-F3(425
U%$ 5%’W34M ’34(-$ 5\52()5［ Q］. Q 6(5 V-2 H1$ 82-4F-$F5
8(;2，!D>=，@D（>）：@JDX@"A.

［>］931 S，82%$(\ /. PUU3;3(42 M(4($-’3_(F ;%4[1M-2( M$-F3(42 -’X
M%$32G)5［ Q］. Q%1$4-’ %U ^023)3_-23%4 ,G(%$\ -4F Z00’3;-X
23%45，!DD!，AD（!）：!=DX!>=.

［A］#%’-< P，63&3($( L. V%2( 51$ ’- ;%4W($M(4;( F( F3$(;23%45
;%4[1M((5［ Q］. 6(W E$-4;-35( ]4U%$)-2 6(;G($;G( ^0($X
-234(’’(，!DAD，"（!）：">X@".

［B］#%’\-< H ,. ,G( ;%4[1M-2( M$-F3(42 )(2G%F 34 (K2$()()

0$%&’()5［ Q］. ‘886 /%)0 :-2G -4F :-2G #G\5，!DAD，

D（@）：D@X!!=.
［C］RG-4M 9. Z 4(I 931X82%$(\ 2\0( 4%4’34(-$ ;%4[1M-2( M$-F3(42

)(2G%F U%$ 14;%452$-34(F %023)3_-23%4 0$%&’()5［ Q］. Q%1$4-’
%U /%)012-23%4-’ -4F Z00’3(F :-2G()-23;5，=JJD，==>（!）：

!@AX!>B.
［D］RG-4M 9，RG%1 O Q，93 N 7. Z F(5;(42 )%F3U3(F #%’-<X63X

&3($(X#%’\-< ;%4[1M-2( M$-F3(42 )(2G%F -4F 325 M’%&-’ ;%4X
W($M(4;(［Q］. ]:Z Q%1$4-’ %U V1)($3;-’ Z4-’\535，=JJA，=A

（@）：A=DXA@J.
［!J］戴彧虹，袁亚湘. 非线性共轭梯度法［:］. 上海：上海科

学技术出版社，=JJJ.
［!!］王开荣，曹伟，王银河. Z$)3[% 型线搜索下的谱 /N 共轭梯

度法［Q］. 山东大学学报：理学版，=J!J，@>（!!）：!J@X!JC.
［!=］莫利柳. 一类修正 OS9 共轭梯度法的全局收敛性［Q］.

重庆理工大学学报：自然科学版，=J!J，=@（D）：D@XDB.
［!"］:%$( Q Q，L-$&%I H 8，73’’52$%) a P. ,(5234M 14;%4X

52$-34(F %023)3_-23%4 5%U2I-$(［ Q］. Z/: ,$-45-;23%45 %4
:-2G()-23;-’ 8%U2I-$(，!DC!，B（!）：!BX@!.

!"#$%&’()* +#*#%$,- %). /01#$)#&’,*

23(1%3 /()4#$5#),# (6 % 7(.’6’#. 89 /():;5%&# 2$%.’#)& 7#&-(. <’&- %) =$>’:(?@0"# 8’)# 9#%$,-

:PVL Q3XF%4M，N‘ Y1(XI1
（/%’’(M( %U :-2G()-23;5，/G%4Mb34M V%$)-’ ‘43W($532\，/G%4Mb34M @J!""!，/G34-）

=1*&$%,&：,G35 -$23;’( 0$(5(425 - 4(I )%F3U3(F 931X82%$(\ ;%4[1M-2( M$-F3(42（:98/L）-’M%$32G). :98/L -’M%$32G) $(F1;(5 2% 2G(
931X82%$(\ ;%4[1M-2( M$-F3(42 )(2G%F IG(4 2G( (K-;2 ’34( 5(-$;G 35 15(F. :98/L -’M%$32G) 0%55(55(5 2G( 51UU3;3(42 F(5;(42 0$%0($2\
I32G%12 $(’\34M %4 2G( ’34( 5(-$;G &( 15(F. ,G( M’%&-’ ;%4W($M(4;( %U :98/L -’M%$32G) I32G -4 Z$)3[%X2\0( ’34( 5(-$;G 35 0$%W(F. #$(X
’3)34-$\ 41)($3;-’ $(51’25 5G%I 2G-2 :98/L -’M%$32G) 35 (UU3;3(42.
A#0 <($.*：;%4[1M-2( M$-F3(42 )(2G%F；931X82%$(\ ;%4[1M-2( M$-F3(42 )(2G%F；Z$)3[%X2\0( ’34( 5(-$;G；M’%&-’ ;%4W($M(4;(

（责任编辑+ 黄+ 颖）

C Q%1$4-’ %U /G%4Mb34M V%$)-’ ‘43W($532\（V-21$-’ 8;3(4;(）+ G220：? ? III. ;b41[. ;4+ + + + + c%’. =D V%. A


