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摘要：本文推广了多目标规划问题（H@I）的严格局部有效解的概念，提出了 !F严格局部有效解的概念，从而研究带有不

等约束的多目标规划问题的 !F严格局部有效解集的刻画。为了建立结构框架，分割了 H@I 的目标指标集来给出它的子

问题（JH@I ! K
"，#（"!），( )" ），它比 H@I 有更少的目标函数。H@I 的 !F严格局部有效解（!F9) -) 8) 9) ）与它的子问题

（JH@I ! K
"，#（"!），( )" ）的局部有效解是有联系的。本文将通过定理来讨论它们的关系。本文还推广了强凸函数，提出了

一个凸函数的新概念———!F强凸函数，并通过 !F强凸函数和 LLM 条件来刻画 H@I 的 !F严格局部有效解。
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向量优化问题的解的定义和解集的刻画一直备受关注。多目标规划问题（H+-:3*QD8=:378 R,*1,’553(1 R,*QF
-85，H@I）解的概念（比如有效解、弱有效解、真有效解等）已经得到了许多研究［$FS］。本文研究了 !F严格局部有

效解并对它的解进行刻画。

考虑下面的多目标规划问题

（H@I）
53(（ #$（"），#"（"），⋯，#!（"））

9) :) $%（"）"#，%#& T $，⋯，{ }{ ’

设 ( T "#!)：$%（"）"#，%#{ }& 是 H@I 的可行解集。#*（·），*#+ T $，⋯，{ }! ，$%（·），%#& 都是实值函数，

+ 和 & 分别是目标函数和约束条件的指标集。

$ 基本定义

记 !+ 为 + 维欧氏空间，!!
U 是它的非负象限。下列序关系将会用到 " K ,$"* K ,*，%* T $，⋯，!；"&, $

"*&,*，%* T $，⋯，!，*’% 且对某些 % 有 "% K ,%；"",$"*",*，%* T $，⋯，!；"&- ,$或者 "* T ,*，%* T $，⋯，!，或者至

少存在一个 % 有 "D V ,%。

定义 $［P］! 如果 "#( 存在 # V #，使得 #（"{ }）( #（"）U!+
U { }( )W # T)；%"#((. "，( )# W { }" 成立，其中

. "，( )# 为 !) 中以 " 为心 # 为半径的开球，则 " 叫做 H@I 的局部有效解。

注 $! 如果用 3(: !+( )U 来代替上面关系中的 !+
U { }W # ，则 " 叫做 H@I 的局部弱有效解，其中 3(: 表示内部。

定义 "［$#］! 记 !：! U*! U 为容许函数，如果 ! 是非减的，!( )# T # 且 !( )/ V #，记这些函数的集合为 0。

定义 %! 设 !#0，若存在常数 " V # 和 " 的邻域 1 使得

#（"）U!+( )U (. #（"），"! +" X "( )( )+ T)，%"#((1 W { }"
成立，则称 " 是 H@I 的与 ! 有关的严格局部有效解，简写为 !F9) -) 8) 9) ，记为 "#2/34 #，(；( )! 。

注 "! 当 !( )/ T /5（5 为整数，且 5,$）时，定义 % 退化为文献［P］中 H@I 的 5 阶严格局部有效解。

命题 $! 设 !#0，则 " 是 H@I 的 !F严格局部有效解当且仅当存在常数 " V # 和 " 的邻域 1 使得

#（"）&C #（"）U "! +" X "( )+ ，%"#((1 W { }" （$）

即对%"#((1 W { }" ，下 面 式 子 不 可 能 成 立：#*（ "）" #*（ "）U "*! +" X "( )+ ，* T $，⋯，!，*’ %，#%（ "）K
#%（"）U "%! +" X "( )+ ，对某些 %。
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证明! 若 ! 是 "#$ 的与 !%严格局部有效解，由定义 &，存在 " ’ ( 和 # ’ (，使得

"（!）)!#( )) ($ "（!），"! +! * !( )( )+ +)，%!#%($ !，( )# , { }!
如果命题 - 中（-）式不成立，则对%"#./0 !#( )) ，%# ’ (，存在%!#$ !，( )# (% , { }! 依赖于 " 和 #，使得 "（!）&

"（!）) "! +! * !( )+ 。取 # + #，" + "&

!’
，其 中 & +｛-，⋯，-｝(# ./0（!’

) ），则 存 在 !#$ !，( )# (% , { }! 使 得

+"（!）* "（!）+ 1 "! +! * !( )+ ，即 "（!）#$ "（!），"! +! * !( )( )+ ( "（!）)!’( )) 。这与假设矛盾。

相反地，若存在 "#./0 !#( )) 和 #( ’ (，使得 "（!）&2 "（!）) "(! +! * !( )+ ，!#$ !，( )# (% , { }! ，则对%!#$
!，( )# (% , { }! ，要么 ")（!）+ ")（!）) "()! +! * !( )+ ，) + -，⋯，*，要么存在指标 )# -，⋯，{ }’ 依赖于 !，使得 ")（!）

’ ")（!）) "()! +! * !( )+ ，取 " + 3./) "({ }) ，# + #(，若 ")（!）+ ")（!）) "()! +! * !( )+ 成立，则+"（!）* "（!）+-
+

!’"! +! * !( )+ ’ "! +! * !( )+ ；若 ")（ !）’ ")（ !）) "() ! +! * !( )+ 成 立，则+ "（ !）* "（!）+ ’ "() !
+! * !( )+ -"! +! * !( )+ 。

综上可知，存 在 " ’ ( 和 # ’ (，使 得+ "（ !）* "（ !）+ ’ "! +! * !( )+ ，%!# $ !，( )# ( % , { }! ，即

"（!）)!#( )) ($ "（!），"! +! * !( )( )+ +)，%!#%(, , { }! 。 证毕

注 &! 当 !( )( + (-（- 为整数，且 -,-）时，命题 - 退化为文献［4］中的命题 -5 -。

6 分割目标指标集

本节研究有多少个目标函数是真正需要决定所给可行域中的点是否为 "#$ 的 !%75 85 95 75 这一问题。

引理 -! ! 是 "#$ 的 !%严格局部有效解当且仅当存在常数 "#./0（!’
) ），使得 ! 是（"#$）" 问题的局部有效

解，其中（"#$）" 为

（"#$）"

3./（ "-（!）* "-!（+! * !+）），⋯，"’（!）* "’!（+! * !+））

75 05 !#{ %
接下来分割目标函数的指标集 ’ 为下列 & 个集合

.""，#（!!）+ !#%($ !!，( )# , !{ }! ：")（!）* ")! +! * !( ){ + "")（!!）* ")! +!! * !( )+ ，%)# }’
’ +
"，#（!!）+ )#’：!#.""，#.")（!）* ")! +! * !( ){ + + ")（!!）* ")! +!! * !( ) }+

’ 1
"，#（!!）+ )#’：/!#.""，#75 05 ")（!）* ")! +! * !( ){ + 1 ")（!!）* ")! +!! * !( ) }+

现在考虑下面的多目标规划问题 :"#$ ’ 1
"，#（!!），( )! ，它比 "#$ 有更少的目标函数。

:"#$ ’ 1
"，#（!!），( )!

3./
!

")（!）* ")! +! * !( )+ ；)#’ 1
"，# !( ){ }!

75 05 ")（!）* ")! +! * !( )+ "")（!），)#’ +
"，#（!!）

! /0（!）"(，0#
{ 1

设 %2 + !#%：")（!）* ")! ! *( )! "")（!），)#’ +
"，#（!!{ }），则 %2为 :"#$ ’ 1

"，#（!!），( )! 的可行解集。显然 %2依赖

于 !，!!，"，#。并且，易知如果 !!不是（"#$）" 的局部有效解，则，.""，#（!!）’)，且 ’ 1
"，#（!!）’)。因此，如果问

题 :"#$ ’ 1
"，#（!!），( )! 可以被定义，则要求 !!不是（"#$）" 的局部有效解。且 ’ 1

"，#（!!）0 ’ +
"，#（!!）+ ’。因此，

如果 ’ +
"，#（!!）+)，则前面的问题等同于（"#$）"。

注 ;! 当 !( )( + (-（- 为整数，且 -,-）时，引理 - 退化为文献［4］中的引理 65 -。

定理 -! 设 ! 是 "#$ 的 !+75 85 95 75 ，且有命题 - 确定的相应的 "#./0（!’
) ），# ’ (。对%!!#% 且 !!不是

（"#$）" 的局部有效解，则 ! 是 :"#$ ’ 1
"，#（!!），( )! 的局部有效解。

证明! 设%!!#% 不是（"#$）" 的局部有效解，! 不是 :"#$ ’ 1
"，#（!!），( )! 的局部有效解。则存在 !##

%($ !，( )# , { }! ，使得

")（!#）* ")! +!# * !( )+ "")（!），%)#’ 1
"，#（!!）

"3（!#）* "3! +!# * !( )+ 1 "3（!），对某些 3#’ 1
"，#（!!），"0（!#）* "0! +!# * !( )+ ""0（!），%0#’ +

"，#（!!）

其中最后一个不等式考虑到 !##%2。上面不等式与（-）式相矛盾。 证毕

注 <! 当 !( )( + (-（- 为整数，且 -,-）时，定理 - 退化为文献［4］中的定理 65 -。

定理 6! 若存在 !!#%，"#./0（!’
) ）和 # ’ ( 使得 !##%2是 :"#$ ’ 1

"，#（!!），( )! 的局部有效解。且设

")（!）) ")! +!! * !( )+ "")（!!），%)#’ （6）
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则 ! 是具有相应的 ! 和 " 的 !"# 的 #$%& ’& (& %& 。

证明) 若 ! 不是 !"# 的具有相应的 ! 和 " 的 #$%& ’& (& %& ，则存在 !!"#"(# !，( )" * { }! 使得

$%（!!"）+ !%# +!!" + !( )+ "$%（!），%%#& （,）

$’（!!"）+ !’# +!!" + !( )+ - $’（!），对某些 ’#& （.）

则有两种可能：要么 ’#& -
!，"（!!），要么 ’#& /

!，"（!!）。

0）如果 ’#& -
!，"（!!），则（,）、（.）式与 ! 是 1!"# & -

!，"（!!），( )! 的局部有效解相矛盾。

2）若 ’#& /
!，"（!!）。则) ) ) ) ) ) ) $%（!!"）+ !%# +!!" + !( )+ "$%（!），%%#& /

!，"（!!）

$’（!!"）+ !’# +!!" + !( )+ - $’（!），%%#& -
!，"（!!），$’（!!"）+ !’# +!!" + !( )+ - $’（!），对某些 ’#& /

!，"（!!）

由上面 , 个不等式与（2）式可以得到 $%（!!"）+ !%# +!!" + !( )+ "$%（!）"$%（!）+ !%# +!! + !( )+ ，%%#&，即具

有指标 ’ 的严格不等式。因此 !!"# ("!，"，且 $’（ !!" ）+ !’# +!!" + !( )+ - $’（ !!）+ !’# +!! + !( )+ ，这与

’#& /
!，"（!!）矛盾。由上面的假设可知，! 是 !"# 的 #)%& ’& (& %& 。 证毕

注 3) 当 #( )* / *+（+ 为整数，且 +,0）时，定理 2 退化为文献［4］中的定理 2& 2。

定义 .) 实值函数 $：,*! 叫做是凸集 ,1!-上 + 5 6 阶 #$强凸函数，如果存在常数 . 5 6 使得

$（$! 7（0 + $）/）&$$（!）7（0 + $）$（/）+ .$（0 + $）#（+! + /+），%!，/#,，%$# 6，[ ]0
注 8) 当 #( )* / *+（+ 为整数，且 +,0）时，则定义退化为文献［00］中的定义 0& ,。

定理 ,) 若 $%，% / 0，⋯，& 是凸集 , 上的 #$强凸函数，则2 &

% 0 0
*% $% 和 9:;0&%&+ $% 也是 , 上的 #$强凸函数，其

中 *% 5 6，% / 0，⋯，&。

由定义 . 立即可证得定理 ,。

定理 .) 设 ,3!+ 是凸的，且 $：!+*! 在包含 , 的开集 1 上是连续可微的。则 $ 在 , 上是 #$强凸函数，当

且仅当存在常数 . 5 6，使得

( )$ / , ( )$ ! 7 / +( )! < ! ( )$ ! 7 .# +! + /( )+ ，%!，/#, （=）

证明) 设 $ 在 , 上是 #$强凸函数，且 . 是在定义 . 中出现过的常数，则对%!，/#, 和 *# 6，( )0 有

$ */ 7 0 +( )( )* ! & ( )*$ / 7 0 +( ) ( )* $ ! + .* 0 +( )* # +! + /( )+

变形可得 ( )$ / + ( )$ ! ,$ */ 7 0 +( )( )* !
* 7 . 0 +( )* # +! + /( )+ /

/ +( )! < !$ ! 7 % / +( )( )! 7 . 0 +( )* # +! + /( )+
对某些 %# 6，( )* ，令 **6，由!$ 的连续性即可得到（=）式成立。

相反地，设（=）式对某些 . 5 6 成立，对%!，/#, 和 *# 6，( )0 ，有

( )$ ! + $ *! 7 0 +( )( )* / , 0 +( )* ! +( )/ < !$ *! 7 0 +( )( )* / 7 . 0 +( )* # +! + /( )+
( )$ / + $ *! 7 0 +( )( )* / ,* / +( )! < !$ *! 7 0 +( )( )* / 7 .*# +! + /( )+

即可得到 $ *! 7 0 +( )( )* / & ( )*$ ! 7 0 +( ) ( )* $ / + .* 0 +( )* # +! + /( )+ 。也即是说，$ 在 , 上是 #$强凸函数。

证毕

定理 =) 设函数 $%，% / 0，⋯，& 和 23，3 / 0，⋯，4 是 !- 的一个开凸子集 , 上连续可微的 #$强凸函数。且设

!，&，( )’ #, >!& >!4 满足 ??< 条件

& * !$（!）7 ’* !2（!）/ 6
’*2（!）/ 6
& 5 6，’-

{
6

，则 ! 是 !"# 的 #$严格局部有效解。

证明) 利用函数 $% 和 2% 的严格凸性，定理 , 和定理 . 及 ??< 条件可得，存在一些 . 5 6，使得 & * $（ /）7
5*2（/）-& * $（!）7 .# +! + /( )+ ，%!，/#,。则对%/#6，有

& * $（/）-& * $（!）7 .# +! + /( )+ （3）

设 !% /
.

&& %
，0&%&&，! / !0，⋯，!( )&

*，则由（3）式及 & 5 6 可得 $（/）&@ $（!）7 !# +! + /( )+ ，%/#6，即 ! 是 !"#

的 #$严格局部有效解。 证毕

注 A) 当 #( )* / *+（+ 为整数，且 +,0）时，定理 = 退化为文献［00］中的定理 2& 0,。

, 总结

本文研究了 #$严格局部有效解，并通过分割目标指标集，建立了 #$严格局部有效解与它的子问题的局部有
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效解的关系。文献［!］中也进行了高阶有效解的刻画，事实上，本文结果是文献［!，""］中相应结果的推广。
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