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摘要：讨论了时间错位和序列错位呈线性关系，即最大时间错位与最大序列错位之和、最大时间错位与总序列错位之和、

总时间错位与最大序列错位之和、总时间错位与总序列错位之和限制下，以使总完工时间最小为目标的重新排序问题。

重新排序就是原始工件已经按照某种规则使目标函数值达到了最优，但还没有开始加工，这时又有一批新工件到达，要求

将新工件与原始工件一起重排使目标函数为最优的排序问题。根据经典排序理论，证明了原始工件与新工件按最短加工

时间优先规则可以使目标函数达到最优。由动态规划原理，对每个问题设计并证明了不同的算法及其时间复杂性，最后

结合实例作了进一步论证。
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! ! 本文研究时间错位和序列错位成线性关系，目标

为使总完工时间和最小的重新排序问题。重新排序就

是原始工件已经按照某种规则使目标函数值达到了最

优，但还没有开始加工，这时又有一批新工件到达，要

求将新工件与原始工件一起重排使目标函数为最优的

排序问题。K’-- 和 L*::9［$］系统地研究了重新排序的

经典问题，引入了序列错位（<82+8(=8 M39,+N:3*(）和时

间错位（O358 M39,+N:3*(）的概念，研究了在原来最优排

序的基础上，在原来排序的序列错位和时间错位不至

于太大的情况下，使目标函数最优的重新排序问题，并

给出了很多基本问题的算法设计，分析了算法的复杂

性。K’--，P3+ 和 L*::9［"］研究了任意排序下序列错位和

时间错位不至于太大的情况下，使目标函数最优的重

新排序问题，利用分枝定界的方法确定了问题的上界，

给出了启发式算法并利用实例进行了检验。原晋江和

慕运动［%IF］研究了含有到达时间在最大序列错位限制

下使总完工时间最小的重新排序问题。Q’(1 等［G］研

究了线性退化的单机排序问题，其中工期是根据 <PR
规则（每个工件的工期都等于工件的加工时间加上一

个正的松弛量）确定的，即 !" S #" T !，" S $，⋯，$，目标

是使得在不误工的条件下总的加权提前费用最小。

Q+ /) /) 等［E］考虑了在线性退化模型下目标是使得极

小化时间表长的单机问题，用分枝定界法给出了问题

的最优解，" 个启发式算法得到了近似最优解。

本文在 K’-- 和 L*::9 研究的基础上，研究了时间

错位和序列错位成线性关系，目标为使总完工时间和

最小的 F 个重新排序问题，讨论了它们满足的基本性

质，根据动态规划原理分别设计出了它们的算法，并分

析了它们的算法复杂性。

$ 问题的描述与基本性质

定义! 对于排序问题，把任务按加工时间 #" 不减

的顺序排列称为最短加工时间优先（<0*,:89: N,*=899I
3(1 :358 .3,9:）规则，简记为 <LO 规则。

根据 K’-- 和 L*::9［$］的描述，单机随机重新排序问

题可以表述为：%& S｛$，⋯，$&｝记作在一台机器上不

可中断加工的一组原始工件，假设这些工件已经按

<LO 规则最优的排好，!!是这些工件之间没有空闲时

间的最优排序。%’ S｛$& T $，⋯，$& T $’｝记作新到达

的一批新工件，假设这些工件在零时刻到达，这时 %&

中的工件已经安排好，但还没开始加工。这个假设不

失一般性，如果 %’ 中的工件在 ( 时刻到达，那么把 %&

中已经加工完的工件从中移去，正在加工的工件加工

完毕后移去，%& 和 $& 的值就会相应的发生改变。记 %
S %&"%’，$ S $& T $’，#" 记作工件 "（ " S $，⋯，$）的加

工时间，并且假设 #" 均为正整数。假设所有的 #" 都是
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已知的，并且记 !" ! # #$$"
%#，!& ’# #$$&

%# 。!!是

$" 的一个最优排序，对于 $ 的任一个排序 "，定义如下

变量：(#（"）表示工件 # 的完工时间，其中#$$；)#（!!，

"）! * " + ，表示 $" 中工件 # 的序列错位。* 是 # 在

" 中的 位 置，+ 是 # 在 !! 中 的 位 置。# #（!!，"）!
(#（"）" (#（!!），表 示 $" 中 工 件 # 的 时 间 错 位。

)#$%（!!，"）! #$%#$$" )#（!!，"{ }），表示 $" 中工

件 # 的 最 大 序 列 错 位。 ##$% （ !!，" ） !
#$% #$$"｛# #（!!，"）｝，表示 $" 中工件 # 的最大时间

错位。

在不引起混淆的情况下，可将 (#（"），)#（!!，

"），# #（!!，"）分别简化为 (#，)#（!!），# #（!!）。

对于排序问题，&#’()［*］证明了 &+, 规则对于经典

问题 -%#(# 产生一个最优排序。因此，当排序的目

标函数是使总完工时间最小时，假设 $" 的工件在排序

!!中是按 &+, 规则排列的。

为了计算方便，假设 !!中的工件的排列顺序是

（-，.，⋯，,"），并且工件之间没有空闲时间。因此，对

于目标函数是总完工时间和的模型，有 %-&⋯&%,"。

引理 -/ 对于问题

- - ##$%（!!）. )#$%（!!）& / - #(#

- - ##$%（!!）.#)#（!!）& / - #(#

- - ## #（!!）. )#$%（!!）& / - #(#

- - ## #（!!）.#)#（!!）& / - #(#

存在一个最优排序，使得 $" 中的工件的排列顺序和

!!一致，按 &+, 规则排列的，$& 中的工件也是按 &+,
规则排列，并且工件之间没有空闲时间。

证明/ 首先分析 $" 中的工件。假设存在一个最

优排序 "!，在 "!中 $" 的工件不是按 &+, 规则排列

的。记 0 是 $" 中的工件在 "!中出现的位置比在 !!

中出现的位置更靠后且具有最小下标，#（ # 0 0）是在序

列 "!中排在工件 0 前的 $" 中的最后一个工件，排在

工件 0 和工件 # 之间的 $& 的工件是’$-，’$.，⋯，’$1。因为

0 1 #，所以 %0&%#。考虑新序列 "2，这个新序列 "2是在

"!中 交 换 0 和 # 的 位 置 得 到 的，使 得 (0（ "2）!
(#（"!）" %# 2 %0&(#（"!），(#（"2）! (0（"!），0 和 # 之

间的所有工件的完工时间在序列 "!中比在序列 "2中
的完工时间都大 %# " %0(3 个单位，其余工件的完工时

间不变，则交换后工件的总完工时间不会增加。如果

工件 # 在 "2中的位置不比在 !!中的位置靠前（ 对于

工件 0 是同样的），)#（!!，"2）1 )0（!!，"!），又因为

)0（ !!，"2）! )0（ !!，"! ）" 1，)#（ !!，"2）&

)#（!!，"!）2 1，其中 1 表示在 "!中工件 0 和工件 #
的位置差。所以有

)#$%（!!，"2）&)#$%（!!，"!）

#)#（!!，"2）&#)#（!!，"!）

若 (#（"2）((#（!!），那 么 # #（!!，"2）1 #0（!!，

"!）；否则 # #（!!，"2）1 # #（!!，"!）。

另一方面，因为 #0（!!，"2）! #0（!!，"!）" 12和
# #（!!，"2）&# #（!!，"!）2 12，其中 12 ! (0（"!）"
(0（"2）。根 据 以 上 讨 论 可 以 得 出 ##$%（!!，"2）&

##$%（!!，"!）和 ###（!!，"2）& ###（!!，"!）。

则有

)#$%（!!，"2）2##$%（!!，"2）&)#$%（!!，"!）2##$%（!!，"!）

#)#（!!，"2）. ##$%（!!，"2）&# )#（!!，"!）2 ##$%（!!，"!）

)#$%（!!，"2）.# ##（!!，"2）&)#$%（!!，"!）.###（!!，"!）

#)#（!!，"2）.###（!!，"2）&#)#（!!，"!）.###（!!，"!）

因此 "2是可行的且是最优的。经过有限次的重复讨

论可得到一个最优排序，使得 $" 中的工件是按 &+, 规

则排列。对 $& 中的工件进行类似的讨论，可得出 $&

中的工件也是按 &+, 规则排列的。$" 中的工件的排

列顺序与在 !!中的排列顺序一致，并且最优排序的

工件之间没有空闲时间；否则，移去空闲时间会降低总

完工时间，这仍是最优的。 证毕

. 算法设计

首先考虑问题

- - ##$%（!!）. )#$%（!!）& / - #(#

由引理 - 给出的最优排序的 &+, 性质，使对于 #$$"

由 (#((#（!!），由动态规划原理可设计下面的算法。

算法 -/ 输入：输入 %#，# ! -，⋯，,，/ 和 !!，其中 /
&,& 2 !&；

标号：将 $& 中的工件按 &+, 规则进行排列标号；

预处理：计算# 0

1 ’-
%1，0 ’ -，⋯，," 和# ,".#

1 ’ ,".-
%1，#

’ -，⋯，,& ，当 已 知 序 列 中 最 后 一 个 工 件 是 0 时，

0$$"，记 )30 是工件 0 " - 和工件 0（ 0 " -，0$$"）之间的

$& 中的 工 件 个 数，’%0 是 工 件 0 " - 和 工 件 0（ 0 " -，

0$$"）之间的 $& 中的工件加工时间和；

目标函数：4（ 0，#，$）表示当最大序列错位与最大时

间错位和等于 $ 时，部分工件 -，⋯，0，和 ," 2 -，⋯，,"

2 # 的最小总完工时间；

边界条件：4（3，3，3）! 3；

最优解值：#’43&$&/｛4（,"，,&，$）｝；

递推关系：
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!（ "，#，!）$ # "

% $ !
&% ’# #

% $ !
&()’% ’

"#$｛!（ " % !，#，! %’&" %)*"），!（ "，# % !，!）｝

在递推关系中，极小化的第一项是该部分序列的

最后一个工件是 "（ "$+)）的情况，此时的最大序列错

位为 #。因此在这个部分排序中，+, 中的工件 # 在工件

" 的前面，序列错位的增加量就是工件 " % ! 和工件 "
之间的 +, 中的所有工件个数)*"，时间错位的增加量就

是工件 " % ! 和工件 " 之间的 +, 中的工件的加工时间

和 ’&"。第二项对应的情况是在这个部分序列中，最后

一个工件是 () & #$+,，此时序列错位和时间错位均没

有发生变化。

定理 !’ 对于问题

! - ""()（#!）’ ."()（#!）& / - #0#

算法 ! 给 出 了 一 个 最 优 排 序，且 其 时 间 复 杂 性 为

)（(, *+, (, & ()(
-
, & ()(,1, & (）。

证明’ 由引理 ! 知，它列举并按 ./0 规则排列的

+) 和 +, 中的工件，满足错位约束条件的所有可能的

方式。算法 ! 就是这样通过比较所有可能情形的目标

函数，因此可以得到一个最优序列。

现在考虑算法 ! 的时间复杂性。因为 "&()，#&
(,，!&/&(, & 1,，所以有 )（()(,（(, & 1,））状态变

量值；在标号阶段和预处理阶段，对 +, 中的工件按

./0 规则进行标号，计算部分和

# "

% $ !
&%，" $ !，⋯，()，# ()’#

% $ ()’!
&%，# $ !，⋯，(,

需要 )（( & (, *+, (,）时间；递推关系在每种状态都需

要常数时间。因此算法 ! 总的时间复杂性为

)（(, *+, (, & ()(
-
, & ()(,1, & (） 证毕

假设 +) 1｛+!，+-，+2，+3｝，+, 1｛+4，+5，+6，+7｝，

其中工件 +" 的加工时间为 &"，&! 1 2，&- 1 4，&2 1 6，&3
1 7；&4 1 -，&5 1 3，&6 1 5，&7 1 8。

第 ! 步，+) 和 +, 中的工件都是按 ./0 规则进行

排列的，/ 1 6；

第 - 步，&! & &- 1 7，&! & &- & &2 1 !4，&! & &- & &2 &
&3 1 -2；&4 & &5 1 5，&4 & &5 & &6 1 !-，&4 & &5 & &6 & &7 1
-!；

第 2 步，递推求解 !（!，9，9）1 2，!（9，!，9）1 -，

! 1 9 : 6，根据递推公式知道第 ! 个位置应安排工件

+4；

!（!，!，2）1 2 & - & !（9，!，9）1 6
!（9，-，9）1 5 & !（9，!，9）1 7，! 1 2 : 6

第 - 个位置应安排工件 +!；

!（-，!，2）1 7 & - & !（!，!，2）1 !6
!（!，-，2）1 2 & 5 & !（!，!，2）1 !5，! 1 2 : 6

第 2 个位置应安排工件 +5；

若第 3 个位置安排 +) 中的剩余工件的任一个，则

! 1 7 ; 6，故第 - 个位置后应安排 +) 中的工件，且 +)

中的工件是按 ./0 规则排列的。+) 中的工件安排结

束后再安排 +, 中按 ./0 规则排列的工件。

第 3 步，故根据算法 ! 知，最优的排列顺序为 +4，

+!，+-，+2，+3，+5，+6，+7。

!（2，!，2）1 !4 & - & !（-，!，2）1 23
!（3，!，2）1 -2 & - & !（2，!，2）1 68
!（3，-，2）1 -2 & 5 & !（3，!，2）1 77

!（3，2，2）1 -2 & !- & !（3，-，2）1 !-2
!（3，3，2）1 -2 & -! & !（3，2，2）1 !56

最优解为 !56。

下面考虑问题

! - ""()（#!）’#.#（#!）& / - #0#

利用引理 ! 类似得到如下动态规划算法。

算法 -’ 输入：输入 &#，# 1 !，⋯，(，/ 和 #!，其中 /
&1, & ()(,；

标号：将 +, 中的工件按 ./0 规则进行排列标号；

预处理：计算# "

% $!
&%，" $ !，⋯，() 和# ()’#

% $ ()’!
&%，#

$ !，⋯，(, ，当 已 知 序 列 中 最 后 一 个 工 件 是 " 时，

"$+)，记 ’&" 是工件 " % ! 和工件 "（ " % !，"$+)）之间的

+, 中的工件加工时间和；

目标函数：!（ "，#，!）表示当总序列错位与最大时间

错位和等于 ! 时，部分工件 !，⋯，" 和 () & !，⋯，() & #
的最小总完工时间；

边界条件：!（9，9，9）1 9；

最优解值："#$9&!&/｛!（()，(,，!）｝；

递推关系：

!（ "，#，!）$ # "

% $ !
&% ’# #

% $ !
&()’% ’

"#$｛!（ " % !，#，! %’&" % #），!（ "，# % !，!）｝

在递推关系中，极小化的第一项是该部分序列的最后

一个工件是 "（ "$+)）的情况，此时的最大序列错位为

#。因此在这个部分排序中，+, 中有 # 个工件排在工件

" 的前面，此时总序列错位的增加量就是 #，最大时间错

位的增加量就是工件 " % ! 和工件 " 之间的 +, 中的工

件的加工时间和 ’&"。第二项对应的情况是在这个部分

序列中，最后一个工件是 () & #$+,，此时序列错位和

时间错位均没有发生变化。

定理 -’ 对于问题

! - ""()（#!）’#.#（#!）& / - #0#

算法 - 给 出 了 一 个 最 优 排 序，且 其 时 间 复 杂 性 为

)（(, *+, (, & ()
-(-

, & ()(,1, & (）。

定理 - 的证明和定理 ! 的类似。

下面考虑问题
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! ! #! "（"!）# $"#$（"!）& % ! #&"

利用引理 ! 类似得到如下算法。

算法 %& 输入：输入 ’"，" ’ !，⋯，(，% 和 "!，其中 %
&()*+ ( (+；

标号：将 ,+ 中的工件按 )*+ 规则进行排列标号；

预处理：计算# -

. /!
’.，- / !，⋯，() 和# ()#"

. / ()#!
’.，"

/ !，⋯，(+ ，当 已 知 序 列 中 最 后 一 个 工 件 是 - 时，

-$,)，记 )0- 是工件 - , ! 和工件 -（ - , !，-$,)）之间的

,+ 中的工件个数；

目标函数：1（ -，"，#）表示当总序列错位与最大时间

错位和等于 # 时，部分工件 !，⋯，- 和 () ( !，⋯，() ( "
的最小总完工时间；

边界条件：1（-，-，-）’ -；

最优解值："./-&#&%｛1（()，(+，#）｝；

递推关系：

1（ -，"，#）/ # -

. / !
’. ## ()#"

. / ()#!
’. #

"./｛1（- 2 !，"，# 2)0- 2# ()#"

. / ()#!
’.），1（-，" 2 !，#）｝

在递推关系中，极小化的第一项是部分序列的最后一

个工件是 -（ -$,)）的情况，此时在这个部分排序中，,+

中的工件 " 在工件 - 的前面，序列错位的增加量就是工

件 - , ! 和工件 - 之间的 ,+ 中的所有工件个数 )0-，,+

中的 " 个工件已经排好，这 " 个工件总的加工时间为

# ()#"

. / ()#!
’. ，这个值就是在这个阶段总时间错位的增

加量。第二项对应的情况是在这个部分序列中，最后

一个工件是 () ( "$,+，此时序列错位和总时间错位均

没有变化。

定理 %& 对于问题

! ! #! "（"!）# $"#$（"!）& % ! #&"

算法 % 给出了一个最优排序，且其时间复杂性为

)（(0
)(+*+ ( ()(

0
+ ( (+ 123 (+ ( (）

定理 % 的证明和定理 ! 的类似。

下面考虑问题

! ! #! "（"!）##$"（"!）& % ! #&"

利用引理 ! 类似得到如下算法。

算法 4& 输入：输入 ’"，" ’ !，⋯，(，% 和 "!，其中 %
&()（*+ ( (+）；

标号：将 ,+ 中的工件按 )*+ 规则进行排列标号；

预处理：计算# -

. /!
’.，- / !，⋯，() 和# ()#"

. / ()#!
’.，"

/ !，⋯，(+ ；

目标函数：1（ -，"，#）表示当总序列错位与最大时间

错位和等于 # 时，部分工件 !，⋯，- 和 () ( !，⋯，() ( "
的最小总完工时间；

边界条件：1（-，-，-）’ -；

最优解值："./-&#&%｛1（()，(+，#）｝；

递推关系：

1（ -，"，#）/ # -

. / !
’. ## ()#"

. / ()#!
’. #

"./｛1（- 2 !，"，# 2 " 2# ()#"

. / ()#!
’.），1（-，" 2 !，#）｝

在递推关系中，极小化的第一项是在该部分序列中最

后一个工件是 -（ -$,)）的情况，此时在这个部分排序

中，,+ 中的工件 " 在工件 - 的前面，总序列错位的增加

量就是工件 - 前的所有 ,+ 中的工件，即总序列错位的

增加量为 "，这 " 个工件总的加工时间为# ()#"

. / ()#!
’. ，

这个值就是在这个阶段总时间错位的增加量。第二项

对应的情况是在这个部分序列中，最后一个工件是 ()

( "$,+，此时序列错位和总时间错位均没有变化。

定理 4& 对于问题

! ! #! "（"!）##$"（"!）& % ! #&"

算法 4 给出了一个最优排序，且其时间复杂性为

)（(0
)(+*+ ( (0

)(
0
+ ( (+ 123 (+ ( (）

定理 4 的证明和定理 ! 的类似。

本文利用经典的 )*+ 规则，研究了时间错位和序

列错位成线性关系，目标是使得总完工时间和最小的

4 个重新排序问题，讨论了它们满足的基本性质，根据

动态规划原理设计出了它们的拟多项式时间的算法。
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