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摘要：在离散时间 F8* C F8* C $ 多重工作休假排队模型的基础上，加入了负顾客和 4 策略。这是一个新的模型，改进了已有

的相关结论。工作休假是指在休假期间，服务员不是完全停止服务，而是低速率继续为顾客服务。这既可减少顾客因为

不耐烦排队离开后所造成的损失，也可提高经济效益。在文中的负顾客不接受服务，并只起一对一抵消队首正接受服务

的顾客的作用，即服从 I/J（I85*78 =+9:*58, .,*5 08’K）策略。通过嵌入马尔可夫链方法，得到转移概率矩阵。并使用拟

生灭过程及矩阵几何解方法得到队长的稳态分布：!!" L # $ L !，% L( )" ， !，( )" ""，进一步得出了系统队长的随机分解的结

果：$&（ ’）L $#（ ’）$(（ ’）。
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! ! 在以往的 "# 年里，休假排队已得到广泛发展，在

很多领域中都有应用，如通信网络、计算机系统等，详

见 P3’( 和 Q0’(1［$］的著作。近年来，<8,73 和 R3((［"］引

入一种半休假策略。S’T’［%］用矩阵几何解方法分析

了工作休假 FA C U C $ 排队模型。随之，国内外的很多

学者对工作休假排队进行了广泛研究。

从 U839-3(1［H］提出离散时间排队系统之后，离散

时间排队系统的理论得到一定的发展。此外，带有 4
策略的排队模型也随之得到研究，如 V8--’［O］详细讨论

了 4 策略 U C F C $ 排队系统模型。事实上，计算机等

领域更倾向于使用离散时间排队建模，国内外很多学

者对此进行了研究。正顾客进入系统排队且可接受服

务，负顾客看成是某些工作的外来援助或是取消信号，

负顾客只起抵消正顾客的作用，不接受服务。排队论

的实用性很大［G］。

最近，田 乃 硕［B］、朱 桂 仙［W］等 分 析 了 离 散 时 间

F8* C F8* C $ 工作休假排队，朱翼隽［N］研究了带有负顾

客的 F8* C F8* C $ 多重工作休假排队。本文是在其基

础上，加入了 I/J 负顾客。

$ 模型描述和稳态条件

对任意的实数 )"［#，$］，定义 ) L $ X )。考虑带

有 I/J 负顾客和 4E策略的 F8* C F8* C $ 多重工作休假

排队的模型，描述如下：

$）单个正、负顾客的到达均发生在时隙的末端

（* X ，*）处，到达间隔分别记为 + Y 和 + X ，独立同分布，

其分布为

,（+ Y L !） L # #! X $，!#$，# Z # Z $；! ,（+ X L
!）L #!#! ! X $，!#$，# Z #! Z $。

"）顾客服务的开始以及结束都发生于时隙分点

- L *处，在正规忙期内，顾客的服务时间 ./ 服从参数

#/ 的几何分布：,（./ L !）L 0/ 0/
! X $，!#$，# Z 0/ Z $。

%）在工作休假期间，顾客的服务时间 .1 服从 #1

的几何分布

,（.1 L !）L 01 01
! X $，!#$，# Z 01 Z $

H）当一个正规忙期结束时，系统则进入一个工作

休假 2，其分布为

,（2 L !） L $ $! X $，!#$，# Z $ Z $
O）假设休假的开始以及结束都发生在时刻（* X ，

*）上，若一次工作休假结束的时候，系统中的顾客数

大于或者等于 &（事先规定），那么一个正规忙期就会

开始，服务率从 #1 转变为 #/，在此刻接受服务的顾客

需重新接受服务；否则，进入另一次工作休假。

G）到达间隔 + Y ，+ X ，服务时间 ./，.1 以及休假时

间均相互独立，服务规则是先到先服务。根据文献

［O］，本文讨论的是晚到且有延迟入口的离散时间排

队的模型。

设 $* 表示 * Y 处系统中的顾客数，在时隙（*，* Y ）

服 务 完 成 的 顾 客 将 不 计 入 $*， 记 %* L
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!，时刻 ! " 系统处在休假状态

#，时刻 ! "{ 系统处在正规忙期
，则｛（"!，#!），!#!｝是

一马尔可夫链，状态空间为 ! $｛（!，!）｝$｛（$，%），

$# # ，% $ !，#｝。

对状态进行字典序排列，状态转移概率矩阵可写

成如下分块形式

%! $

!
#
%
&

& ’ #
&

& " #

"!! "!#

"#! "# "!

"% "# "!

"% "# "!

"% "# "!

"% " "!

"% " "!





























⋯ ⋯ ⋯

其中 "!! $ # ’ ’，"!# $（’，!），"#! $［( (!)* " ’’!，

’ ’!)+ " ’’!］(，"! $
( (!)* !

! ( (!)[ ]
+

，

"# $
’ ’!)* " ’ ’!)* " ’’! !

! ’ ’!)+ " ’ ’!)+ " ’’[ ]! ，

"% $
’’! " ’ ’!)* !

! ’’! " ’ ’!)[ ]
+

， " $

（’ ’!)* "’ ’!)* "’’!）" （’ ’!)* "’ ’!)* "’’!）"

! ’ ’!)+ "’ ’!)+ "’’[ ]!
。

此模型中矩阵二次方程 # $ #%"% " #" " "! 的最

小 非 负 解 # 称 作 率 阵。 为 表 示 #，记 # $
’ ’!)+

’’! " ’ ’!)+
，得到下述定理。

定理 # ) 若 # * #，矩阵方程 # $ #%"% " #" " "!

有最小的非负解

# $
,

（’ ’!)* " ’ ’!)* " ’’!）",
（’’! " ’ ’!)+）（# ’ ,）

!









#

（#）

其中) , $
# ’（’ ’!)* " ’ ’!)* " ’’!）"

%（’’! " ’ ’!)*）
’

［（’ ’!)* " ’ ’!)* " ’’!）" ’ #］% ’ +’ ’!)*（’’! " ’ ’!)*! ）

%（’’! " ’ ’!)*）

) ) 证明) 因为 -. 都是上三角矩阵，那么 # 也是上三

角矩阵，设 # $
,## ,#%
! ,[ ]

%%

，由方程 # $ #%"% " #" " "!

得 ,## $ ,， ,%% $
’ ’!)+

’’! " ’ ’!)+
$ #， ,#% $

（’ ’!)* " ’ ’!)* " ’’!）",
（’’! " ’ ’!)+）（# ’ ,）

。 证毕

定理 %) 马尔可夫链｛（"!，#!），!#!｝是正常返，

当且仅当 # * #。

证明 ) ,- 正 常 返，只 有 当 率 阵 # 的 谱 半 径

/(（#）* # 且矩阵方程（ 0!，0#，0%，⋯，0& ’ # ）1［#］$
（0!，0#，0%，⋯，0& ’ #）有正解时。这里
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#

容易证得 1［#］为随机阵，这就使得（ 0!，0#，0%，⋯，

0& ’ #）1［#］$（0!，0#，0%，⋯，0& ’ #）有正解，可以取（0!，

0#，0%，⋯，0& ’ #）为 1［#］的平稳概率向量。由, * #，2’

（#）$ ./0（ ,，#），可证得当且仅当 # * # 时，2’（#）*
#。

% 队长的稳态分布

当 # * # 时，设（"，#）是｛（"!，#!），!#!｝的稳态极

限，（"，#）的分布可记为 $$% $ 12.
!&!

( 3! $ $，#! ${ }% $ (

3 $ $，# ${ }% ， $，( )% "!，$$ $ $$!，$$( )# 。

定理 &) 当 # * # 时，（"，#）的联合概率分布为

$!! $ ’!)* # "（# ’ ,）%（# ’ %& ’ #）
# ’[ ]% 4

$& ’ %，! $ # "（# ’ ,）%（# ’ % % ’ #）
# ’[ ]% 4，#’%’& ’ #
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其中 % $
’’! " ’ ’!)*

’ ’!)*
，5 $
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（# ’ %,），
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! ! ! ! "!#$ "
!（# $ %）
# $ ! ［"!"$ # $ !&( )$ #{ "

& $ % $ !（# $ !& $ %）
# $ ! ］" & $ % " ’（& $ #）

# $ #
"

#
# $ % # "

（" "!#$ " " "!#$ " ""!）$%
（""! " " "!#(）（# $ %）（# $ # ][ }）

$ #

& & 证明& 由（)’，)#，)%，⋯，)& $ #）*［!］!（)’，)#，)%，⋯，)& $ #），得出

"%’’ $（" "!#$ " ""!）%#’ $（" "!#( " ""!）%## ! ’& & & & & & & & & & （%）

（" "!#$ " ""! " " "!#$）%#’ $ "%’’ $（" "!#$ " ""!）%%’ ! ’ （(）

（" "!#( " ""! " " "!#(）%## $（" "!#( " ""!）%%# ! ’ （)）

（" "!#$ " ""! " " "!#$）%+’ $ " "!#$%+ $ #，’ $（" "!#$ " ""!）%+ " #，’ ! ’，%’+’& $ % （*）

（" "!#( " ""! " " "!#(）%+# $ " "!#(%+ $ #，# $（" "!#( " ""!）%+ " #，# ! ’，%’+’& $ % （+）

［（" "!#$ " ""!）（# $ %）" " "!#$）］%& $ #，’ $ " "!#$%& $ %，’ ! ’ （,）

（" "!#( " ""!）%& $ #，# $［（" "!#$ $（" "!#$ " ""!）%］%& $ #，’ $ " "!#(%& $ %，# ! ’ （-

















）

把 %& $ #，’作为常数，由（*）式可得

%& $ +，’ ! # "（# $ %）!（# $ ! + $ #）
# $[ ]! %& $ #，’，#’+’& $ #

通过此式可求得 %#’，%%’，把 %#’，%%’ 代入（(）式得 %’’

! "!#$ # "（# $ %）!（# $ !& $ #）
# $[ ]! %& $ #，’。

由（%）式和（(）式得 %## !
# #$

#(
（# $ !%）. %& $ #，’ !

’%& $ #，’代入（+）式得到 %+# !
# $ #+

# $ #%##，根据正规化条

件(
&,%

- . ’
%-/ " %& $ # / $( )0 $ #/ ! #，可求得 %& $ #，’，%- !

%& $ #0
- $ & " # !（%& $ #，’，%& $ #，# ）0- $ & " #，-#& $ #，可求

得 %-’%-#。 证毕

( 队长的条件随机分解结构

为了得出此排队模型的条件随机分解的结构，

1（&）!｛1 $ & 1#&，2 ! #｝，1（&）表示系统处在正规忙

期间，顾客数不少于 & 的条件随机变量。

定理 )& 当 # 0 # 时，1（&）可分解为两个随机变量

的和：1（&）! 1’ " 13，1’ 是经典无休假 1/2 3 1/2 3 # 排队

中的稳态顾客数，且服从参数 # $ # 的几何分布，附加

队长 13 有分布函数
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这里
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"

#（# $ #& $ #）

（# $ #）% ’

证明& 系统处在忙期时，顾客数不少于 & 的概

率为

4（1#&，2 ! #）! (
!

- . &
%-# .

#
# $( )# # $( )%

" "!#$ " " "!#$ " ""( )! $%
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1（&）的母函数为

1（&）（ 5）!(
!

- ! ’
5-"（1（&）! -）! #

&
#

（# $ 5#）（# $ 5%）[ .

（" "!#$ " " "!#$ " ""!）$%
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（""! " " "!#(）（# $ %）[ "

#
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13 的母函数为

13（ 5）! #
&

#
（# $ #）（# $ 5%）[ .

（" "!#$ " " "!#$ " ""!）$%
（""! " " "!#(）（# $ %）
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（# $ #）%（# $ #& $ #） ]’

把此式展开成 5 的幂级数就可得到附加队长 13 的分
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布。通过定理 !，得出均值公式

! "( )" # !
$ % !

，!（"#）# $
"

$
$ % !

&

（$ $!%& ’ $ $!%& ’ $$!）#’
（$$! ’ $ $!%(）（$ % ’）

’
（$ % ’）(

!（")）# ! "( )" ’ !（"#）# !
$ % !

’ $
"

$
$ % !

&

（$ $!%& ’ $ $!%& ’ $$!）#’(

（$$! ’ $ $!%(）（$ % ’）) 证毕

本文通过研究带有 *+, 负顾客和 -.策略的 /01 2
/01 2 $ 工作休假排队，得到系统的稳态分布，进而求得

了系统队长。在此文中，如果 ) # "，*! # "，就可得到

/01 2 /01 2 $ 多重工作休假排队模型，本文研究拓展了

文献［3］中模型已有的结果。
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