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摘要：讨论了离散时间正奇异系统的可容许性问题，系统的可容许性是指系统是正则的、因果的、稳定的。首先根据离散时

间正奇异系统稳定性的一个李亚普诺夫不等式条件（!H !"H）I#（!H !"H ）J # K #，利用线性矩阵不等式的方法，给出其可容许

的一个充要条件；进一步讨论了如果一个离散正奇异系统存在单项分解，利用矩阵分解的方法，给出它可容许的一个

充要条件：对任给的正定矩阵 $，存在对角半正定矩阵 % 满足李亚普诺夫方程 "I%" J !I%! L !I$! M # 和秩条件 (’-N
（!I%!）M "。最后给出实例验证结论的可行性。
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! ! 正系统是指对任意的一个非负初始状态 #（#），系

统的变量 #（ $）也是非负的。正系统经常在一些要求状

态变量为正的模型中出现，例如人口模型［$］、经济模

型［"］、生物模型［%］等。在过去的几年中，对于正系统的

讨论和应用，大多数是在正标准系统中研究的，文献

［RPS］中讨论了正标准系统的结构性质并给出了其初

始分析，文献［G］中给出了离散时间正标准系统的稳定

性条件。然而在实际问题中，一些系统模型需要用奇

异系统表示出来，例如电路网络系统、化工系统、能源

系统等，因 此 正 奇 异 系 统 引 起 了 广 泛 的 关 注 与 研

究［DP$R］。文献［D］中给出了离散时间正奇异系统的可

达性和可控性判据，文献［TPQ］中给出了正奇异系统的

稳定性条件，文献［$#］中给出了正奇异系统存在一个

状态反馈，使闭环系统是非负的且是稳定的条件，文献

［$$］中讨论了连续时间正奇异系统的可容许性。本文

主要讨论离散时间正奇异系统的可容许性。

$ 预备知识

以下给出后面结果中需要用到的一些定义和引

理，文章中用到的记号基本都是标准的。具体地，!%

为 % 维实向量空间，!% U %
L 为 % U % 维非负实矩阵的集

合，" 为复 数 集，# L 为 正 整 数 集，"I 为 矩 阵 " 的 转

置，(’-N（"）为矩阵 " 的秩，" J $ 为矩阵 " 的逆矩阵，

4-V（ "）为 矩 阵 " 的 指 标 ，即 满 足 64-｛&" # L ：

(’-N（ " & L $ ）M (’-N（"& ）｝，V9;（"）为矩阵 " 的行列

式，V92（·）为多项式的次数，"! 为矩阵 " 的 @(’W4-
逆，即满足下列 % 个式子：$）"!""! M "!，"）"!" M
""!，%）"& L $"! M "&，&#4-V（"），" X # 表示矩阵 " 是

正定的，" K # 表示矩阵 " 是负定的，"###（" X X #）

表示矩阵 " 是非负（正）的，即 " 的每一个元素都是非

负（正）的。

考虑下面的离散时间奇异系统

!#（& L $）M "#（&） （$）

其中 #（&）"!% 是系统的状态，!，""!% U %，(’-N（!）M
" K %。

定义 $［$"P$%］! $）若存在一个 !""，使得 V9;（!! J"）

$#，称系统（$）是正则的；

"）如果 V92（V9;（!! J "））M (’-N!，称系统（$）是

因果的；

%）如果系统（$）的所有有限特征根的模都小于 $，

称系统（$）是稳定的；

R）如果系统（$）是正则的、因果的、稳定的，则称系

统（$）是可容许的。

定义 "! 如果对每一个可容许初始状态 #（#）##
#，系统（$）的状态轨迹都是非负的，即 #（ $）###，（ $#
#），则称系统（$）是正系统。

根据文献［T］知，如果系统（$）是正则的，则存在

两个非奇异矩阵 &，’，使得
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其中 ! 为幂零的，& 为 #$%&’( 标准型。

如果系统（)）是正则的且 *(&（"，%）! !，则存在!+

"!，使得 &,-（!+ " . %）$"，那么系统（)）的解可由

/%’0*( 的形式表示为

"（#）!（"+ $ %+ ）# "+ "+ $"（"）

其中 "（"）"12（"+ "+ $）%"%
3 为可容许初始条件，"+ !

（!+" . %）. )"，%+ !（!+" . %）. )%，把矩阵 "，% 的相应

分解代入"+ ，%+ 中，那么

"+ !#
（!+ $ . &）. ) "

" （!+! . $）. )[ ]! # . )

%+ !#
（!+ $ . &）. )& "

" （!+! . $）[ ]. )
# . )

"+ $ "+ !#
$ "[ ]" "

# . )，"+ $ %+ !#
& "[ ]" "

# . )

"+ %+ $ !#
&$ "
"[ ]! # . )

根据以上分析给出下面的一些引理。

引理 )［4］5 对于一个标准非 负 系 统 "（ # 3 )）!
%"（ #），其中 %""% 6 %

3 ，系统（)）是渐进稳定的当且仅

当存在一个对角正定矩阵 ’ 使得 %7’% . ’ 8 " 成立。

引理 9［:］5 如果系统（)）是正则的且"+ "+ $##"，

*(&（ "，%）! "，那 么 系 统（ ) ）是 正 系 统 当 且 仅

当"+ $ %+##"。

引理 ;［:］5 设系统（)）是正则的且"+ "+ $##"，如

果系统（)）是正系统，那么系统（)）是稳定的，当且仅

当存在一个对角正定矩阵 ’，使得

（"+ $ %+ ）7’（"+ $ %+ ）. ’ 8 "
成立。

9 主要结果

由文献［))］知，系统（)）是因果的当且仅当"+ %+ $

的子矩阵 ! ! "，系统（)）为稳定的，当且仅当"+ $ %+ 的

子矩阵 & 是稳定的。

定理 )5 设系统（)）是正则的且"+ "+ $##"，如果系

统（)）是正系统，那么系统（)）是可容许的当且仅当存

在一个对角正定矩阵 ’，使得下面不等式成立

（"+ $ %+ ）7’（"+ $ %+ ）. ’ 8 " （9）

（"+ %+ $）7’（"+ %+ $）.（（"+ $ %+ ）$）7’（"+ $ %+ ）$&"（;）

证明 5 充分性。由条件（9）可以直接得出系统

（)）是稳定的，设 #7’# !
’) ’9

’7
9 #[ ]

;

，则

（"+ %+ $）7’（"+ %+ $）.（（"+ $ %+ ）$）7’（"+ $ &+）$ !

# . 7 （&$）7 "
" ![ ]7

#7’#
&$ "
"[ ]! # . ) .

# . 7 （&$）7 "[ ]" "
#7’#

&$ "[ ]" "
# . ) !

# . 7
" （&$）7’9!

!7’7
9&

$ !’’;
[ ]!

# . )&" （<）

由（<）式 可 知 !7’;!&"，又 由 于 ’; = "，所 以

!7’;!#"，因此 !7’;! ! "，则可得到 ! ! "，即系统

（)）是可容许的。

必要性。系统（)）是可容许的，则系统（)）是稳定

的，由文献［:］的定理 <> : 知，存在一个对角正定矩阵

’ 使得（9）式成立。

又由于系统（)）是因果的，因此

（"+ %+ $）7’（"+ %+ $）.（（"+ $ %+ ）$）7’（"+ $ %+ ）$ !

# . 7 （&$）7 "[ ]" "
#7’#

&$ "[ ]" "
# . ) .

# . 7 （&$）7 "[ ]" "
#7’#

&$ "[ ]" "
# . )&"

即（<）式成立。 证毕

接下来通过构造一个广义 ?@’AB($C 方程给出正离

散奇异系统可容许性的一个充要条件。

引理 <［))］5 如果矩阵 % 的每一行每一列只有一个

正元素，其余元素均是 "，则称矩阵 % 是单项矩阵，而

且 % . )##" 也是一个单项矩阵。

定义 ;5 设系统（)）是正则的，如果存在两个单项

矩阵 (，)，使得 " 和 % 有下面的分解

" !(
$%) "

"[ ]! )，% !(
%) "

" $%[ ]
9

)

其中 %)""
%) 6 %)，!""%9 6 %9，! 是幂零的且幂零指数

为 !，%) 3 %9 ! %，称这样的一个分解为单项分解。

记" !
$%) "

"[ ]! ，% !
%) "

" $%[ ]
9

，称（"，%）为（"，%）

的单项形式。由于 (，) 都是单项矩阵，所以系统（)）

的非负性等价于系统（"，%）的非负性。

定理 95 设系统（)）是正则的且存在一个单项分

解，当系统（)）是正系统时，系统（)）是可容许的当且
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仅当对任意给定的正定矩阵 !，存在对角半正定矩阵

" 满足 #$%&’()* 方程

+!"+ " ,!", # ,!!, $ % （&）

和秩条件 ’()*（,!",）$ !。
证明+ 充分性。系统（,，+）是由系统（,）通过单

项分解得到的，所以系统（,，+）和系统（,）具有相同的

非负性，由于系统（,，+）是正系统，且通过直接计算得

到," ,##%，, + $ + ,，所以,"+ $
+, %[ ]% %

##%，

即 +,##%。

记 " $-!"-，! $-!!- $
!, !-

!!
- ![ ]

.

，由于 - 是单

项矩阵，" 是对角半正定矩阵，定义

-! $［#,$%,，#-$%-，⋯，#&$%&］
!

" $［’,$,，’-$-，⋯，’&$&］
其中 $% 是 & / , 维列向量，第 % 个位置元素为 ,，其余

位置元素都为零。%,，%-，⋯，%& 是 ,，-，⋯，& 的一个置

换，所以 " $-!"- $
#-
,’, % ⋯ %

% #-
-’- % %

% ⋯ % #-
&’













&

$
", %

% "[ ]
.

因此（&）式可重新写成下面的形式

.!
+!

,(,+, " ", # !, !-!

!!!!
- ". "!!".! #!!!.

[ ]! . $ %

即为

+
+!

,",+, " ", # !, !-!

!!!!
- ". "!!".! #!!!.

[ ]! $ % （0）

由（0）式中的（-，-）块知

". $!!".! "!!!.!&
（!!）!".!! "（!!）!!.!! $ %

即 ".&%，又由于 ".#%，所以 ". $ %。

又由 "#%，,!",#% 及秩条件

’()*（,!",）$ ’()*
", %[ ]% %

$ !

得到 ", 1 %，且是对角的，进一步根据

’()*（,!",）$ ’()*
", %[ ]% %

$

’()*（/&,）# ’()*（!）$ !
得到 ! $ %，则该系统具有因果性。

再由（0）式的（,，,）块得

+!
,",+, " ", # !, $ %

其中 +,##%，", 1 % 且为对角的，!, 是正定的，根据

引理 , 可知 +, 是渐近稳定矩阵，所以系统（,）是稳定

的。

必要性。系统（,）是可容许的，则 ! $ % 且系统

（,）的所有特征根的模都小于 ,，由引理 , 知，对任意

的正定矩阵 !,，都存在对角正定矩阵 ",，使得 +!
,",+,

" ", # !, $ % 成立。

设 " $
", %[ ]% %

，! $
!, !-

!!
- ![ ]

.

，其中 ", 是对角正

定矩阵，! 是正定矩阵，因此

+!"+ " ,!", # ,!!, $
+!

, %

%[ ]/
", %[ ]% %

+, %

%[ ]/ "

/ %[ ]% %
", %[ ]% %

/ %[ ]% %
#

/ %[ ]% %

!, !-

!!
- ![ ]

.

/ %[ ]% %
$%

由系统（,）是因果的可知

’()*（,）$ ’()*（/&,）$ !
又因为 ", 1 %，所以 ’()*（",）$ ’()*（/&,），则可得

到 ’()*（,!",）$ ’()*
", %[ ]% %

$ !。 证毕

例+ 考虑具有如下参数矩阵的一个离散奇异系统

, $
% % %
% % ,









- % %
，+ $

% - %

% % ,
-











, % -

, ," $
, % %
% % %









% % ,
，,"+ $

,
- % ,

% % %











% - %

计算可得 , ,"##%，,"+##%，通过解定理 , 的

线性矩阵不等式得到一个可行解 0 $
, % %
% - %









% % .
。进

一步， 存 在 两 个 单 项 矩 阵 - $
% % ,
% , %









- % %
，. $

, % %
% % ,









% - %
，使得, $

% % ,
% , %









- % %

, % %
% , %









% % %

, % %
% % ,









% - %
，+
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% % ,
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% - %
成立，通过解定理

- 的广义 23(45)67 等式得到一个可行解
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( 结论

本文讨论了离散时间正奇义系统的可容许性，根

据离散时间正奇异系统稳定的一个不等式，利用线性

矩阵不等式，给出了离散时间正奇义系统可容许的一

个充要条件，进一步讨论了如果一个离散时间正奇异

系统存在单项分解，通过构造一个广义的 +,-./012 方

程，给出它可容许的一个充要条件，最后给出实例验证

所给定理的可行性。
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