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一类二阶非齐次欧拉方程的特解
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摘要：对一类形如 !""# H $!"% H &" I ’（!）的二阶欧拉非齐次线性常微分方程，利用变量变换化为常系数线性常微分方程。
然后用复数法讨论了具有形如 ’（ !）I (!!>+:（ ".- J ! J）和 ’（ !）I (!!:4-（ ".- J ! J）非齐次项时求特解的方法，得到了用

(
)（! H 4"）

!!（>+:（".- J ! J）H 4:4-（".- J ! J））和 (
)%（! H 4"）

!! .- J ! J（>+:（".- J ! J）H 4:4-（".- J ! J））表示特解的一般公式。应用该

方法简单便捷地得到了若干算例结果，表明了所得结论的正确性和算法的实用性。
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! ! 欧拉方程是常微分方程和高等数学课程中的一个
重要内容。非齐次线性常微分方程的通解可表示为它

的一个特解与对应齐次线性常微分方程的通解之和。

求解常系数齐次线性常微分方程的基本解组有经典的

特征根法（或欧拉待定函数法），求解常系数非齐次线

性常微分方程的特解的解法则有比较系数法、拉普拉

斯变换法和常数变易法［$ND］。但是上述求特解的计算

过程还是比较繁琐的。对一类特殊的二阶非齐次线性

常微分方程，本文利用变量变换和复数法得到一种直

接求特解的简单方法和一般公式，使得求特解变得更

简单［P］。

考虑如下二阶非齐次线性常微分方程

! ! ! !""# H $!"% H &" I ’（!） （$）
当 ’（!）具有某些特殊形式时求特解的方法，这里 $和 &
均为常数，’（!）为连续函数。

$ 类型!
设 ’（!）I (!!>+:（".- ! ），其中 (、! 和 " 为确定

的常数。由于方程（$）所对应的齐次线性常微分方程
!""# H $!"% H &" I # 为欧拉方程，其特征方程为

*（* Q $）H $* H & I # （"）
如果记 )（*）I *（* Q $）H $* H &，则方程（$）的特解"R

可由以下定理得到。

定理 $! 如果 ! H 4" 不是特征方程（"）的根，则 "R

I S9 (
)（! H 4"）

!!（>+:（".- ! ）H 4:4-（".- !{ }））

如果 ! H 4"是特征方程（"）的单根，则

"R I S9 (
)%（! H 4"{ ）

!! .- !（>+:（".- ! ）H

4:4-（".- ! ））}!!
如果 ! H 4"是特征方程（"）的重根，则

"R I S9 (
)#（! H 4"{ ）

!! .-" !（>+:（".- ! ）H

4:4-（".- ! ））}!!
这里只证明 ! H 4" 是单根的情形，其他情形类似

可证［$］。

证明! 如果 ! T #，做变量变换 ! I 9+，+ I .-!，则有
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变换后，原方程（$）可化为常系数线性常微分方程
U""
U+"

H（$ Q $）U"U+ H &" I (9!+>+:"+ （%）

先用复数法求方程

U""
U+"

H（$ Q $）U"U+ H &" I (9（! H 4"）+ （G）

的特解。

由于 ! H 4" 是特征方程（"）的单根，利用比较系数
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法可令方程（!）的特解为
!" # "#$（! % &"）# （’）

则( ( ( ( !" $ # "$（! % &"）# % "（! % &"）#$（! % &"）#

!" % # )（! % &"）"$（! % &"）# %（! % &"）)"#$（! % &"）#

代入方程（!）得
)（! % &"）"$（! % &"）# %（! % &"）)"#$（! % &"）# %
（& * +）（"$（! % &"）# % "（! % &"）#$（! % &"）#）%

’"#$（! % &"）# # ($（! % &"）#

即( ( ( (［)（! % &"）%（& * +）］"$（! % &"）# %
［（! % &"）) %（& * +）（! % &"）% ’）"#$（! % &"）# # ($（! % &"）#

比较系数得

" # (
)（! % &"）%（& * +）#

(
)$（! % &"）

代入（’）式得（!）式的解为
(

)$（! % &"）
*! ,-*（./0（",-*）% &0&-（",-*））

则它的实部

!" # 1$ (
)$（! % &"）

*! ,-*（./0（",-*）% &0&-（",-*{ }））
就是原方程（+）式 * 2 3 时的解。
如果 * 4 3，则用 * # * $# 所得结果一样，即

!" # 1$ (
)$（! % &"）

*! ,-（ * *）（./0（",-（ * *））{ %

&0&-（",-（ * *）））}((
定理 + 从而得证。 证毕

当 " # 3 时，由定理 + 即可得到如下推论。
推论 +( 若 +（ *）# (*!，则（+）式的特解 !"可由以

下公式得到。如果 ! 不是特征方程（)）式的根，则 !"

# (
)（!）

*!；如果 ! 是特征方程（)）式的单根，则 !" #

(
)$（!）

*!,- * ；如果 ! 是特征方程（)）式的重根，则!" #

(
)%（!）

*! ,-)*。

例 +( 求方程

*) 5)!
5*) * !*

5!
5* % 6! # ./0（),-*）

的特解。

解( 因为 )&不是特征方程
)（,）# ,（, * +）* !, % 6 # 3

的根，因此由定理可以直接得到方程的特解

!" # 1$ +
)（)&）［./0（),-*）% &0&-（),-*{ }）］ #

+
’)［./0（),-*）* ’0&-（),-*）］

例 )( 求方程

*) 5
)!

5*)
* * 5!

5* % )! # +7*./0（ ,-*）

的特解［+］。

解( 因为 + % &是特征方程
)（,）# ,（, * +）* , % ) # 3

的单根，因此由定理可以直接得到方程的特解

!" # 1$ +
)$（+ % &）*［./0（ ,-*）% &0&-（ ,-*{ }）］ #

8*,-*0&-（ ,-*）

例 9( 求方程 *) 5
)!

5*)
* 9* 5!

5* % !! # *) 的特解。

解( 因为 ) 是特征方程
)（,）# ,（, * +）* 9, % ! # 3

的二重根，因此由定理可以直接得到方程的特解

!" # +
)%（)）*

) ,-)* # +
) *) ,-)*

) 类型!
设 +（*）# (*!0&-（",- * ），可得到和前面类似的结

论，即方程（+）的特解!"则可由以下定理得到。
定理 )( 如果 ! % &"不是特征方程（)）的根，则

!" # :; (
)（! % &"）

*!（./0（",- * ）% &0&-（",- *{ }））
如果 ! % &"是特征方程（)）的根，则

!" # :; (
)$（! % &"）

*! ,- *（./0（",- * ）{ %

&0&-（",- * ））}((
证明过程和定理 + 完全类似可得。
注( 由于考虑的是二阶常微分方程，因此不可能

出现复重根的情况。

例 !( 求方程 *) 5)!
5*)

% * 5!
5* * )! # 70&-（),-*）的特

解。

解( 因为 < )&不是特征方程
)（,）# ,（, * +）% , * ) # 3

的根，因此由定理 ) 可以直接得到方程的特解

!" # :; 7
)（)&）（./0（),-*）% &0&-（),-*{ }）） #

:; * !
9（./0（),-#）% &0&-（),-#{ }）） # * !

9 0&-（),-*）

例 ’( 求方程

*) 5
)!

5*)
* * 5!

5* % ’! # *0&-（),-*）

的特解。

解( 因为 + < )&是特征方程
)（,）# ,（, * +）* , % ’ # 3
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的单根，因此由定理 ! 可以直接得到方程的特解

!" # $% &
"#（& ’ !(）$)*$（+,-（!)*$）’ (-(*（!)*${ }））

$% &
.( $)*$（+,-（!)*$）’ (-(*（!)*${ }）） #

/ &
. $)*$+,-（!)*$）

0 结论
利用变量变换和复数法，推导出求解一类具有特

殊形式时二阶非齐次线性微分方程特解的一般公式，

并用理论和实例证明了该算法的正确性。该解法的优

点是可以直接套用公式，计算简单，使学生更容易接受。
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