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摘要：本文主要研究准模糊图拟阵模糊基的一些重要性质。通过模糊拟阵的初等模糊集方法、导出拟阵序列法和基交换法

等方法，得到了若导出拟阵所含基的个数都相同，则这个准模糊图拟阵是闭正规模糊拟阵；得出了用初等模糊集描述的准

模糊图拟阵模糊基的结构定理，即存在数组｛!$，!"，⋯，!!｝，使得""##，" H $
"#$%
#:,II "

$（｛"#$%｝，! $%
）；找到了准模糊图拟阵模

糊基与导出拟阵序列的基的一一对应关系；最后在参考文献［%］的基础上，得到了结果更强的准模糊图拟阵模糊基交换定
理———准模糊图拟阵模糊基对称交换定理，即若 #是准模糊图拟阵的模糊基集，&$，&"##，则对任意的 "#:,II &$，都有 "’
#:,II &"，使得 &$ J( )" %&"

"’##， &" J( )"’ %&$
"##。
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$ 基本概念和结论
首先介绍有关拟阵的概念。

定义 $［$］! 设 (是有限集，)是 ( 的子集族。若 )
满足下列条件：

$）%#)；
"）若 *#)，+&*，则 +#)；
%）若 *，+#)，* P + ，则有 ,#)，使 *’,&

*(+；则称对偶（(，)）为 ( 上的一个拟阵记为 - H（(，
)）。
任 *&(，若 *#)，则称 *为 -的独立集，否则称

为 *的相关集。-的极大独立集，称为 -的基。-的
全部基组成的集合，称为 - 的基集，记为 .。- 的极
小相关集，称为-的圈。若 /&(是-的圈，且 / H
$，则称 /为 -的环。
定理 $［$］! 设 - H - (，( )) ，是一拟阵，.$)." 是

- 的基，则对任意的 "# .$，存在 "’# ."，使得

.$ J { }( )" ({ }"’ 和 ." J { }( )"’ ({ }" 是 -的基。
下面介绍几个有关模糊数学的概念。

设 (是一个集合，则 (上的模糊集 "是一个映射
"：(*［#，$］。( 上模糊集的全体记为 0（(）。""，&
#0（(），有下列概念和记法：

:,II " H｛1#( Q "（1）R #｝称为 "的支撑集。
若 :,II " H%，则称为模糊空集，仍记为 %。

2（"）H 4-/｛"（1）Q 1#:,II "｝

3 S（"）H｛"（1）Q "（1）R #｝
45（&）H ( )& 5 H｛1#( Q "（ 1）+5｝（其中 5#［#，

$］），称为 "的 5O水平割集。

" H ,
1#(

"（1）称为模糊集 "的势。

"-& H 64-｛"，&｝称为 "和 &的交，"$& H 6’T｛"，

&｝称为 "和 &的并。
任意的 1#(，有 "（1）.&（1），则称模糊集 " 被包

含于模糊集 &，记为 ".&。如果 ".&且存在 1#(使 "
（1）P &（1），则称模糊集 "被真包含于模糊集 &，记为 "
P &。
任意 1#(，记 " J J1表示模糊集：

（" J J1）（6）H
"（6）， 6#( J1
#， 6 H{ 1

任意 1#(，记 " Q Q &1表示模糊集：

（"%&1）（6）H
"（6）， 6#( J1
&（1）， 6 H{ 1

任 *&(，任 7#（#，$），$（*，7）表示模糊集：

$（*，7）（1）H
7， 1#*
#， 1/{ *

称为 *上的水平为 7的初等模糊集。

最后，介绍几个模糊拟阵概念。

定义 "［"］! 设 ( 是一个有限集，’#0（(）是一个

满足下列条件的非空模糊集族：
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!）若 !#"，##!（"），#.!，则 ##"；
"）若 !，##"，# $%&& ! # ’ # $%&& # #，则存在 $#"
使

(）! ’ $.!$#
)）$（$）+*+, $（!），$（#{ }）

则称对偶 % -（"，"）是 " 上的模糊拟阵，" 称为 %
的独立模糊集族。若 !#!（"），但 !/" 则称 ! 为 %
的模糊相关集。%的极大模糊独立集，称为 % 的模糊
基。

"%# .，( ]! ，令
&% - ( )’ % "’#{ }"

易证：(% - "，&( )% 是 " 上的一个拟阵，称为 % 的导出
拟阵。

定义 /［"］0 设 % - "，( )" 是模糊拟阵，则有限序
列 . - %. ’ %! ’⋯ ’ %).!，使

!）"*，+# %, 1 !，%( ), , - !，"，⋯，( )) ，都有 &* - &+。
"）"*，+#（ %, 1 ! ’ * ’ %, ’ + ’ %, 2 !）（ , - !，"，⋯，) 1

!），则 &*0&+。
/）若 %) ’ !，则"*# %)，( ]! ，都有 &* -1。
称 %!，%"，⋯，%) 为 % 的基本序列。对任意的 ,
- !，"，⋯，( )) ，令

%-, - !
" %, 1 ! 2 %( ),

(%-, - "，&%-( ),

得拟阵列 (%-! 0 (%-" 0 ⋯0 (%-)，则称为 % 的导出拟阵列。若对任意的 ,

- !，"，⋯，( )) 和"%# %, 1 !，%( ], ，有 &% - &% ,
，则称 %为闭模糊拟阵，此时 (%-, -(%,

。

定义 3［/］0 设 % - "，( )" 是模糊拟阵，()’⋯’("’(!

为其导出拟阵序列。若 .&" 是 (,（ , - !，"，⋯，)）的
非环圈，则 .也是 (%!的非环圈，那么称 % 是圈好模糊
拟阵。

定义 4［/］0 设 % 为模糊拟阵，& 是 % 的模糊基
集。若任 ’!，’"#&，都有 ’! - ’"2$%&& ’! - $%&& ’"，

则称 %是基好模糊拟阵。
定义 5［3］0 设 ( - "，( )" 是一个模糊拟阵，%. ’ %!

’⋯ ’ %) 为 ( 的基本序列，如果对任意的 %, ’ %/ 且 0
是 "，&%( )

,
的基，有 "，&%( )

/
的基 1，使得 1&0，则称 ( 是

正规的。

定义 6［/］0 称闭的圈好模糊拟阵为准模糊图拟阵。
定理 "［/］0 设% - "，( )" 是闭模糊拟阵，. - %. ’ %!

’⋯ ’ %).! 是基本序列，(%!0(%"0⋯0(%)为其导

出拟阵序列。’# ( )! " ，则 ’是%的模糊基2$%&& ’是
(%!的基，( )’ %,是 $%&& ’在 (%,中的极大独立子集，而且

2 2 ( )’ & %!，%"，⋯，%{ }) 。

定理 /［/］0 设 ( - "，( )" 是闭模糊拟阵，. - %. ’ %!

’⋯ ’ %).! 是基本序列，(%!0(%"0⋯0(%)为其导

出拟阵序列，&为其模糊基集，则下列论述等价：
!）(是基好的。
"）(%!的每个基 0 在 (%, , - "，/，⋯，( )) 中的极大
独立子集唯一。

/）(%!的每个基 0 不含 (%, , - "，/，⋯，( )) 的非环
圈。

3）任 ’ !，’ "#&，任 3# $%&& ’ !3 $%&& ’ "，都

’! ( )3 - ’" ( )3 。
4）是圈好的。

" 准模糊图拟阵模糊基的性质
有例子说明，闭正规模糊拟阵不一定是准模糊图

拟阵，准模糊图拟阵也不一定是闭正规模糊拟阵，还有

模糊拟阵既是准模糊图拟阵又是闭正规模糊拟阵。目

前，还没有文章描述准模糊图拟阵与闭正规模糊拟阵

之间的必然联系。仔细分析准模糊图拟阵的导出拟阵

列，找到一个准模糊图拟阵是闭正规模糊拟阵的一个

充分条件。

定理 30 若在准模糊图拟阵的导出拟阵序列中，所
有导出拟阵所含基的个数都相同，则这个准模糊图拟

阵是闭正规模糊拟阵。

证明0 设 ( -( "，( )& 是准模糊图拟阵，. - %. ’ %!
’⋯ ’ %).! 为其基本序列，(%!0(%"0⋯0(%)为其导

出拟阵序列。对任意的 %, ’ %/，若所有的导出拟阵有相
同个数的基，不妨设有 $ 个基。记 (%,的所有基为 14

4 - !，"，⋯，( )$ ，(%/的所有基为 04（ 4 - !，"，⋯，$）。
同时，由准模糊图拟阵的定义知，(是闭模糊拟阵。下
面证明 (是正规的。
对任意 4 4 -!，"，⋯，( )$ ，都有 04#&%/，也有 04#

&%,，那么 04 可增广为 (%,的一个基 14-，使得 04&14-。

对任意的 4，5# !，"，⋯，{ }$ ，若 04&14-，05&15-（15-的

取法与 14-类似），04)05，则 14-)15-。若不然，假设存

在 04，05&14- - 15-，因为 04，05 都是 (%/的基，则 04(05

含有(%/的非环圈 .。由圈好性知 .是(%!的圈，而 .&
04(05&14-#&%,&&%!，这与模糊独立集的定义矛盾。
所以 (%,的基与 (%/的基的上述对应关系是一一对

应的关系，即对任意的 (%,的基 14 存在唯一的一个 (%/

的基 04-，使得 04-&14。

故模糊拟阵 (是闭正规模糊拟阵。 证毕

推论 !0 设 ( - "，( )& 是准模糊图拟阵，若导出拟
阵 (%!中没有圈，则准模糊图拟阵 (是闭正规的。
证明0 若 ( - "，( )& 是准模糊图拟阵，导出拟阵
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!"!中没有圈，则 !"!中有唯一的基，显然 !"#（ # " #，$，
⋯，$）中也有且仅有一个基，若不然，假若 !"#中有两个

基 %!，%#，则 %!(%# 是 !"#的相关集，存在 !"#的圈 &&
%!(%#，由圈好性，& 是 !"!的圈，矛盾。所以，所有的

导出拟阵的基的个数相等，由定理 % 知准模糊图拟阵
!是闭正规的。 证毕

为了更好地认识准模糊图拟阵的模糊基，作者研

究了利用初等模糊集构造准模糊图拟阵模糊基的方

法。这个方法可以让作者通过有限个元素及其相对应

的数来构造准模糊图拟阵的全部模糊基。

定理 &（准模糊图拟阵模糊基结构定理）’ 设 ! "
’，( )( 为准模糊图拟阵，( " "( ) "! )⋯ ) "$.! 为其基
本序列，!为其模糊基集，’ " )!，)#，⋯，){ }* 。

令 + "｛)#!，)##，⋯，)#,｝"｛)#’ *有 "#!，使 )#
+,-- "｝，则有数组｛#!，##，⋯，# ,｝& "!，"#，⋯，"{ }$ ，使

""#!，都 " " $
)#-.
#+,-- "

$ ｛)#-.｝，# -.( )’（数组｛#!，##，

⋯，# ,｝可能是多重集，即可能有 #，- " !，#，⋯，,，#) -，
但 # # " # -）。

证明’ ")#-#+（ - " !，#，⋯，,），有 "#!，使 )#-#
+,-- "。令 # - " "（)#-），由此得到数组｛#!，##，⋯，# ,｝。

又由定理 # 知｛#!，##，⋯，# ,｝& "!，"#，⋯，"{ }$ 。

再证：")#-#+（ - " !，#，⋯，,），""#!，如果 )#-
#+,-- "，则 "（ )#-）" #-。否则，如果有 "，%#!，)#-#
+,-- "，)#-#+,-- %，使 "（ )#-）)%（ )#-）。但由 ! 是准模
糊图拟阵，定理 $ 和 )#-#+,-- "3+,-- %知，矛盾。
由模糊集的结构知：""#!，都有

" " $
)#-.
#+,-- "

$ ｛)#-.｝，"（)#-.）( )’ "

$
)#-.
#+,-- "

$ ｛)#-.｝，# -.( )’ 证毕

为了进一步讨论准模糊图拟阵的基交换性质，下

面探讨准模糊图拟阵的模糊基与其导出拟阵 !"!的基

的关系。

定理 .（准模糊图拟阵模糊基与导出拟阵序列基
的关系）’ 设 ! " ’，( )( 为准模糊图拟阵，( " "( ) "!
)⋯ ) "$.! 为其基本序列，!"!0!"#0⋯0!"$为其导

出拟阵序列，则对 !"!的任意基 %!，存在唯一的 !的模
糊基 /，使得 +,-- / " %!。

证明’ 由 ! 是准模糊图拟阵，由定理 $ 知 %! 在

!"# # " #，$，⋯，( )$ 中有唯一的极大独立子集 %#。下面

用数学归纳法证明 %!0%#0⋯0%$。

显然 %#’%!，对任意 %#，若存在 )#%# /%# 0 !，考虑

%# 0 !({ }) 。若 %# 0 !( { }) 为 !"# 0 !
的独立集，则与 %# 0 !

的极大性矛盾。若 %# 0 !({ }) 为 !"# 0 !
的相关集，则存在

非环圈 &’!"# 0 !
，由圈好性知 &’!"!，又 &’%# 0 !(

{ }) ’%!，矛盾。所以，对任意的 #，有 %#’%# 0 !。即 %!

0%#0⋯0%$。

记 / "$
$

# " !
$ %#，"( )# ，则 +,-- / " %! 是!"!的基，( )/ "#

" %# 是 +,-- / 在 !"#中的极大独立子集，而且 0 1

( )/ & "!，"#，⋯，"{ }$ 。由定理 # 知，/ 是 ! 的模糊基。
假若还存在 /1是 ! 的模糊基，使得 +,-- /1 " %!，则

+,-- /1 " +,-- /，由基好性知 / " /1。 证毕

推论 #’ 准模糊图拟阵的基与其导出拟阵 !"!的基

一一对应。

证明’ 设 ! " ’，( )( 为准模糊图拟阵，对 ! 的任
意基 /，由定理 # 知，存在唯一的 !"!的基 +,-- / 与之
对应，由定理 .，对 !"!的任意基 %!，存在唯一的 !的模
糊基 /使得 +,-- / " %!。推论得证。 证毕

准备工作已经完成，接下来研究准模糊图拟阵模

糊基的对称交换问题。

定理 2（准模糊图拟阵模糊基的对称交换定理）’
设 ! " ’，( )( 是准模糊图拟阵，’ 为有限集，! 是准模
糊图拟阵的模糊基集，/!，/##!，则对任意的 )#
+,-- /!，都有 )1# +,-- /#，使得 /! /( )) %/# )1#!，
/# /( ))1 %/!)#!。
证明’ 若 /!，/##!，则 +,-- /! 和 +,-- /# 都是

!"!的基，由定理 ! 知，对任意的 )#+,-- /!，存在 )1#
+,-- /#，使得

2! " +,-- /! / { }( )) ({ })1
2# " +,-- /# / { }( ))1 ({ })

都是 !"!的基。

若 ) " )1，则 ) " )1#+,-- /!3+,-- /#，因此 "!（)）"
"#（)）。

/! /( )) %/#)1 " /!#! 和 /# /( ))1 %/! ) " /##!，定
理得证。 证毕

若 )))1，由定理 . 知，有 3!#!，使得
+,-- 3! " 2!

由定理 $ 和定理 & 知

3! ( )4 "

/! ( )4 ，4#+,-- /! / { })

/# ( )4 ，4 " )1 " /! /( )) %/#)1。

(，4 "
{

)
同理，存在 3##!，使得 +,-- 3# " 2#，由定理 $ 和

定理 & 知

3# ( )4 "

/# ( )4 ，4#+,-- /# / { })1

/! ( )4 ，4 " ) " /# /( ))1 %/!)

(，4 " )
{

3
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定理得证。 证毕
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