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有限群的λ可补充极小子群
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摘要：根据子群的性质来研究群的性质和结构是群论研究中的一个比较热门的课题。本文主要研究了λ可补充子群对有
限群结构的影响，即一个群的子群的λ可补充性可以确定这个群本身的狆幂零性和超可解性。通过考察群的极小子群或
者４阶循环子群的λ可补充性，本文给出了一个群是超可解群的充分必要条件：一个群犌是超可解的当且仅当犌有一个
正规子群犈使得犌／犈是超可解的，且对犈的每个非循环的Ｓｙｌｏｗ子群犘，犘的每个在犌中无超可解补充的极小子群或者
４阶循环子群犎（如果犘是一个非交换２群，且犎犣"

（犌））在犌中是λ可补充的。在对群的狆幂零性给出了一个新刻
画的基础上，应用极小阶反例法和数学归纳法证明了该充要条件。该结论推广并统一了部分已有文献的研究成果。
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　　本文中所有群都是有限群。在群论研究中，对子
群的广义置换性和广义可补性的研究是一个有趣的课
题。设犎是一个群犌的子群。称犎在犌中是可置换
的（或拟正规的），如果犎与犌的任一子群都是可置换
的。如果犎与犌的每个Ｓｙｌｏｗ子群是可置换的，那
么称犎是犌一个犛可置换（或犛拟正规）子群。近年
来，很多作者推广了上述概念。Ｂａｌｌｅｓｔｅｒ和Ｐｅｄｒａｚａ
Ａｇｕｉｌｅｒａ［１］称犎是犌的一个犛拟正规嵌入子群，如果
对π（犎）的任一素因子狆，犎的某个Ｓｙｌｏｗ狆子群是
犌的某个犛拟正规子群的Ｓｙｌｏｗ狆子群。Ｓｋｉｂａ［２］引
入了弱犛可补充子群的概念，称一个群犌的子群犎
在犌中是弱犛可补充的，如果犌有一个子群犜使得
犌＝犎犜且犎∩犜≤犎狊犌，其中犎狊犌是由犎的那些在犌
中犛可置换的子群所生成的子群。Ｌｉ和Ｃｈｅｎ［３］对子
群的犛拟正规嵌入性和弱犛可补充性作了进一步的
推广，引入了λ可补充子群这一新概念。设犎是一个
群犌的子群，称犎在犌中是λ可补充的，如果犌有一
个子群犜使得犌＝犎犜且犎∩犜≤犎犛犈。在这个定义
中，犎犛犈是由犎的那些在犌中犛拟正规嵌入的子群的
生成的子群。利用这一新概念，文献［３］通过考虑某些
特殊子群的Ｓｙｌｏｗ子群的极大子群的λ可补充性，对
群的狆超可解性给出了一些新的描述。

本文将通过考察极小子群的λ可补充性，对群的
超可解性给出一个新的刻画。文中所涉及的其他概念
和符号都是标准的［４］。

１预备知识
在证明主要结论之前，先给出下面的引理，它描述

了λ可补充子群的一些基本性质。
引理１［３］　设犌是一个群且犎≤犓≤犌，则
１）假设犎是犌的一个正规子群，那么犓／犎在

犌／犎中λ可补充当且仅当犓在犌中λ可补充；
２）如果犎在犌中是λ可补充的，那么犎在犓中

也是λ可补充的；
３）假设犎是犌的一个正规子群且犖是犌的一

个满足条件（犖，犎）＝１的λ可补充子群，那么
犖犎／犎在犌／犎是λ可补充的。

引理２［５］　设犌是一个群，狆是犌的阶的最小素
因子，且犘是犌的一个Ｓｙｌｏｗ狆子群。如果犘的任一
极大子群在犌中有狆幂零补充，那么犌是狆幂零的。

引理３　假设犝是一个群犌的犛拟正规嵌入子
群，如果犝≤犗狆（犌），那么犝在犌中是犛可置换的。

证明　易见犝与犌的所有Ｓｙｌｏｗ狆子群是可置
换的。设犙是犌的任一Ｓｙｌｏｗ狇子群，这里狇≠狆。由
假设，犝是犌的某个犛可置换子群犓的Ｓｙｌｏｗ狆子
群。那么犝是群犓犙的一个Ｓｙｌｏｗ狆子群。因为犝
在犌中是次正规的，所以犝在犓犙中也是次正规的，
从而犝在犓犙中是正规的。因此犝犙＝犙犝。这样就
证明了犝在犌中是犛可置换的犌。 证毕
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２主要结论
定理１　设狆是一个群犌的阶的最小素因子，犘

是犌的一个Ｓｙｌｏｗ狆子群，那么犌是狆幂零的当且仅
当犘的在犌中无超可解补充的极小子群或者４阶循
环子群犎（如果犘是非交换２群且犎／犣"

（犌））在犌
中是λ可补充的。

证明　必要性是显然的，下面考虑充分性。假设
充分性不成立，且设犌是一个极小阶反例。由于犌是
一个非狆幂零群，犌有一个极小非狆幂零子群犃。由
文献［４，６］知，犃有下述性质：１）犃＝犃狆犃狇，其中狆≠狇，
犃狆＝犃狀是犃的Ｓｙｌｏｗ狆子群，犃狇是犃的一个Ｓｙｌｏｗ
狇子群；２）犃狆／Φ（犃狆）是犃的主因子；３）ｅｘｐ（犃狆）＝狆
或者４，如果狆＝２；４）Φ（犃狆）＝犃狆∩犣"

（犃）；５）如果犃狆
是交换的，那么犃狆是初等交换的。

不失一般性，假设犃狆包含在犘中，如果犃狆的幂
指数为狆，那么由假设可知犃狆≤犣犝"（犃）。由于狆的极
小性，所以犃狆≤犣"

（犃），这与上述性质４）矛盾。所以
根据性质３）、４）可知，狆＝２且犃２是一个非交换２群
且幂指数为４。设犠／Φ（犃２）是犃２／Φ（犃２）的任一极小
子群。设狓∈犠＼Φ（犃２）且犎＝〈狓〉，那么犎＝２或
者４，且犠／Φ（犃２）＝犎Φ（犃２）／Φ（犃２）。如果犎在犌
中有一个超可解补充，那么犎在犃中有一个２幂零
补充。由引理２可知犃／Φ（犃２）是２幂零的，从而犃是
２幂零的。这一矛盾表明，对于犃２／Φ（犃２）的某一极小
子群犠／Φ（犃２）＝犎Φ（犃２）／Φ（犃２），犎在犌中无超可
解补充。根据假设，犎犣"

（犌）∩犃＝犣"

（犃）或者犎
在犌中是λ可补充的。如果犎犣"

（犃），那么Φ（犃２）≠
犃２∩犣"

（犃），这与性质４）相矛盾。因此犎在犌中是
λ可补充的。由引理１知犃有一个子群犜使得
犃＝犎犜且犎∩犜≤犎犛犈。根据引理３知犎犛犈在犃中
是犛可置换的。如果犎犛犈＝犎，那么，因为犎在犃中
是次正规的且犎是犎犃狇的一个Ｓｙｌｏｗ２子群，所以
犃狇正规化犎。即犎Φ（犃２）／Φ（犃２）被犃狇Φ（犃２）／
Φ（犃２）正规化。另外，犃２／Φ（犃２）也正规化犎Φ（犃２）／
Φ（犃２）。所以犎Φ（犃２）／Φ（犃２）在犃／Φ（犃２）中是正规
的。于是犃２＝犎，这意味着犃是２幂零的［６］，矛盾。
因而犎犛犈＜犎。由此可知犜Φ（犃２）／Φ（犃２）是犃２／
Φ（犃２）的真子群。由于
犃／Φ（犃２）＝（犎Φ（犃２）／Φ（犃２））／（犜Φ（犃２）／Φ（犃２））
且犎Φ（犃２）／Φ（犃２）的阶为２，所以犜Φ（犃２）／Φ（犃２）在
犃／Φ（犃２）中的指数为２，所以犜Φ（犃２）在犃中是正规
的。由犌的选取可知，犜Φ（犃２）是２幂零的。因此，犃
是２幂零的。矛盾。 证毕

定理２　设犈是一个群犌的正规子群使得犌／犈
是超可解的，假设对犈的每个非循环的Ｓｙｌｏｗ子群
犘，犘的每个在犌中无超可解补充的极小子群或者４
阶循环群犎（如果犘是一个非交换２群，且犎／

犣
"

（犌））在犌中是λ可补充的，那么犌是超可解的。
证明　假设结论不真，且设犌是一个满足犌＋

犈为极小的反例。那么犈≠１，设狆是犈的最小素
因子，那么定理１表明犈是狆幂零的。设犃是犈的
正规狆补，那么犃在犌中是正规的。假设犃≠１。根
据引理１知，（犌／犃，犈／犃）满足条件假设。所以由犌的
选取可知犌／犃是超可解的。这样（犌，犃）也满足条件
假设。由（犌，犈）的极小性可知犌是超可解的，矛盾。
因而犈是一个狆群，且是一个非循环狆群。

现根据条件假设及引理１可知犌犝＝犈。设犕是
犌的任一不包含犈的极大子群。那么

犕／犕∩犈犕犈／犈＝犌／犈
是超可解的。由引理１可知（犕，犕∩犈）满足条件假
设，从而由犌的选取可知犕是超可解的。这样，犌的
任一不包含犈的极大子群是超可解的。根据文献
［４］，犌有以下性质：
１）犌犝／Φ（犌犝）是犌的一个反中心主因子；
２）Φ（犌犝）＝犌犝∩Φ（犌）犣（Φ（犌犝））且Φ（犌）

犣犝"（犌）；
３）犌犝的幂指数为狆或者４（如果狆＝２）。另外，

如果犌犝是交换的，那么犌犝是初等交换的。
如果犌犝的幂指数为狆，那么犌犝≤犣犝"（Ｇ），这与

性质１）矛盾。因此狆＝２，犌犝是非交换的且犌犝的幂
指数为４。记Φ＝Φ（犌犝），设犔／Φ是犌犝／Φ的一个极
小子群且是犌／Φ的某个Ｓｙｌｏｗ狆子群的正规子群，那
么犔／Φ＝〈狓〉Φ／Φ，这里狓∈犔＼Φ且狓＝２或者４。
如果〈狓〉犣"

（犌），那么犌犝／Φ犣犝"（犌／Φ），矛盾。设
犜是〈狓〉在犌中的任一补充，那么，由于犌犝／Φ是初等
交换群，则

犌犝／Φ∩犜Φ／Φ＝（犌犝∩犜）Φ／Φ
在犌／Φ中是正规的。因此，由性质１）可知（犌犝∩犜）Φ＝
Φ或者犌犝。如果（犌犝∩犜）Φ＝Φ，那么犌犝＝犌犝∩〈狓〉犜＝
〈狓〉（犌犝∩犜）＝〈狓〉，这与性质１）矛盾。因此（犌犝∩犜）Φ＝
犌犝，这表明犌＝犜。由假设和引理３可知〈狓〉Φ／Φ在
犌／Φ中是犛可置换的。从而犔／Φ在犌／Φ中是正规
的。因而，犌犝／Φ是犌／Φ的一个中心主因子，与性质
１）相矛盾。这样，定理得证。 证毕

注１　设犌是一个群，称犌是内超可解的，如果犌
的每个真子群是超可解的，但犌本身不是超可解的。
文献［７］给出了所有内超可解群的结构。根据这一结
论，也可验证定理２。这是因为，如果假设定理２不成
立，且设犌是一个极小阶反例，那么，由引理１可知，犌
是一个内超可解群。

由于所有的犛拟正规嵌入子群和所有的弱犛可
补充子群都是λ可补充子群，所以下面的２个推论是
定理２的特殊情形。

推论１　一个群犌是超可解的当且仅当犌的任一
在犌中无超可解补充的极小子群或者４阶循环子群
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在犌中是犛拟正规嵌入的。
推论２　一个群犌是超可解的当且仅当犌的任一

在犌中无超可解补充的极小子群或者４阶循环子群
在犌中是弱犛可补充的。

设犌是一个群，犎是犌的子群。称犎在犌中是
犮正规的［８］，如果犌有一个正规子群犜使得犌＝犎犜
且犎∩犜≤犎犌，这里犎犌表示犌的包含在犎中的最
大正规子群，则根据定义，正规子群、犮正规子群、可置
换子群和犛可置换子群都是λ可补充子群。因此，根
据定理２有如下推论。

推论３［９］　设犌是一个奇阶群。如果犌的所有极
小子群在犌中是正规的，那么犌是超可解的。

推论４［８］　如果一个群犌的任一极小子群或者４
阶循环群在犌中是犮正规的，那么犌是超可解的。

推论５［１０］　设犈是一个群犌的正规子群使得
犌／犈是超可解的。如果犈的任一极小子群或者４阶
循环子群在犌中是犛可置换的，那么犌是超可解的。

类似定理２的讨论，可以证明如下结论。
定理３　设犉是一个包含所有超可解群的饱和群

系。一个群犌∈犉当且仅当犌有一个正规子群犈使得
犌／犈∈犉，且对犈的任一非循环Ｓｙｌｏｗ子群犘，犘的任
一在犌中无超可解补充的素数阶或者４阶循环子群
犎（当狆＝２时，设犘是一个非交换２群且犎／犣"

（犌））
在犌中是λ可补充的。

根据定理３可有如下推论。
推论６［１１］　设犉是一个包含所有超可解群的饱和

群系，如果犌犉的任一极小子群或者４阶循环子群在犌
中是犮正规的，那么犌∈犉。

推论７［１２］　设犉是一个包含所有超可解群的饱和
群系且犈是一个群犌的正规子群使得犌／犈∈犉。假设
犌的Ｓｙｌｏｗ２子群是交换的，如果犈的所有极小子群

在犌中是可置换的，那么犌∈犉。
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