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一个超混沌系统的最优控制与同步
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摘要：在参数未知的情况下，对于一个新的超混沌系统，首先设计最优控制器和参数自适应律实现了混沌系统的控制，并
根据最优化原理和Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法，选取适当的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数，应用Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二方法通过推导得到Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数关
于系统的全导数是恒小于零的，根据Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定理，系统在零点是一致渐近稳定的，从而从理论上证明了控制器
的有效性，紧接着对两个相同结构的混沌系统，根据最优化原理设计最优控制器和参数自适应律，实现了混沌系统的同
步，并应用Ｌｙａｐｕｎｏｖ第二方法从理论上给予了证明，最后通过Ｍａｔｌａｂ软件对控制与同步的效果进行了数值仿真，数值仿
真的结果显示同步系统在很短的时间内很快达到了同步，进一步说明了同步方法的正确性与有效性。
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　　１９６３年，Ｌｏｒｅｎｚ在一个简单的三维自治系统中首
先发现了混沌吸引子。此后，研究混沌理论的学者越
来越多，在过去的几十年里，混沌理论得到了深入研究
并广泛应用到各个领域，如保密通信、光学系统、生物
学等［１３］。

混沌控制与同步是混沌理论的一个非常活跃的分
支。控制与同步方法有很多种，如线性反馈、非线性反
馈、自适应、脉冲控制［４９］等。但是这些方法并没有实
现所设计的控制器的最优化。最近，宋运忠等人运用
最优化的方法研究了统一混沌系统的最优控制［１０］，
ＡｗａｄＥｌＧｏｈａｒｙ等人研究了Ｒｓｓｌｅｒ系统与Ｌｏｒｅｎｚ
系统最优控制与同步［１１１２］，即在实现混沌系统控制的
同时，也实现控制器的最优化。这些研究都是针对参
数已知的混沌系统的，在实际问题中很多混沌系统的
参数都是未知的。

本文根据最优控制原理，利用ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ
Ｂｅｌｌｍａｎ方程，在系统参数未知的情况下，设计最优控
制器和参数自适应律实现了混沌系统的控制与同步，
数值仿真的结果验证了方法的正确性。

１最优控制原理
设受控的非线性动力系统方程为

狓·＝犳（狋，狓）＋狌（狋，狓，狔） （１）
其中狓∈犚狀是状态变量，犳是犚狀×犚狀→犚狀的连续映
射，狌（狋，狓，狔）是控制函数。对系统（１）定义性能指标

犑＝∫＋"

狋０
［狇（狓）＋狌Ｔ犚狌］ｄ狋 （２）

其中狇（狓）是连续、可导的正定函数。
本文的目的是对系统（１）寻找最优控制律狌，既

能使系统（１）稳定，也能使（２）式所描述的性能指标犑
取最小值。即求如下最优控制问题

ｍｉｎ犑
ｓ．ｔ．狓·＝犳（狋，狓）＋狌（狋，狓，狔）

根据动态规划，最优控制归结为ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ
Ｂｅｌｌｍａｎ偏微分方程

ｍｉｎ狌［犈·＋狑］＝狔狌［犈
·＋狑］＝０ （３）

其中犈＝ｍｉｎ∫＋"

狋０
［狇（狓）＋狌Ｔ犚狌］ｄ｛ ｝狋，狑＝狇（狓）＋

狌Τ犚狌，狌是最优控制器。

２系统描述
本文考虑以下新的超混沌系统［１３］，状态方程如下

狓·１＝犪１（狓２－狓１）
狓·２＝犪２狓１－狓１狓３＋犪３狓２－狓４
狓·３＝狓１狓２－犪４狓３
狓·４＝狓１＋犪
烅

烄

烆 ５

（４）

其中狓１，狓２，狓３和狓４是系统变量，犪１，犪２，犪３，犪４和犪５
是系统参数。当犪１＝３６，犪２＝－１６，犪３＝２８，犪４＝３且
－０．７≤犪５≤０．７时系统处于超混沌状态；当犪１＝３６，犪２＝

收稿日期：２０１２０５０５　　修回日期：２０１３０１２０　　网络出版时间：２０１３０５２０　１８：０４
资助项目：国家自然科学基金（Ｎｏ．１１２１１１２０１５５）
作者简介：朱红兰，女，讲师，研究方向为最优化与非线性分析，Ｅｍａｉｌ：１３６２５１５１９２５＠１６３．ｃｏｍ
网络出版地址：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｃｎｋｉ．ｎｅｔ／ｋｃｍｓ／ｄｅｔａｉｌ／５０．１１６５．Ｎ．２０１３０５２０．１８０４．２０１３０３．６５＿０１２．ｈｔｍｌ



－１６，犪３＝２８，犪４＝３，０．７＜犪５＜３．５或者－３．５＜犪５＜
－０．７时，系统处于混沌状态。

３参数未知时混沌系统的最优控制
设受控的混沌系统为如下形式

狓·１＝犪^１（狓２－狓１）＋μ１
狓·２＝犪^２狓１－狓１狓３＋犪^３狓２－狓４＋μ２
狓·３＝狓１狓２－犪^４狓３＋μ３
狓·４＝狓１＋犪^５＋μ

烅

烄

烆 ４

（５）

其中犪^犻是对参数犪犻（犻＝１，２，３，４，５）的估计，μ犻（犻＝１，２，
３，４）是待设计的控制器，控制混沌系统稳定到平衡点。

设狓犻（犻＝１，２，３，４）是系统的平衡点，为了方便起
见，本文先作坐标变换，设狑犻＝狓犻－狓犻（犻＝１，２，３，４），
犪～犻＝犪^犻－犪犻（犻＝１，２，３，４，５），则系统（５）转化为

　

狑·１＝（犪～１＋犪１）（狑２－狑１＋狓２－狓１）＋μ１
狑·２＝（犪～２＋犪２）（狑１＋狓１）－（狑１＋狓１）（狑３＋

狓３）＋（犪～３＋犪３）（狑２＋狓２）－狑４－狓４＋μ２
狑·３＝（狑１＋狓１）（狑２＋狓２）－

（犪～４＋犪４）（狑３＋狓３）＋μ３
狑·４＝狑１＋狓１＋犪～５＋犪５＋μ

烅

烄

烆 ４

（６）

现在的目标就是设计最优控制器μ１，μ２，μ３，μ４和
参数自适应律，使混沌系统（６）在零点是一致渐进稳定
的，有如下定理。

定理１　当最优控制器为

μ１＝－犮１狀１狑１－（狑２－狑１＋狓２－狓１）犪１

μ２＝－犮２狀２狑２－犪２（狑１＋狓１）＋（狑１＋狓１）（狑３＋
狓３）－犪３（狑２＋狓２）＋狑４＋狓４

μ３＝－犮３狀３狑３－（狑１＋狓１）（狑２＋狓２）＋
犪４（狑３＋狓３）

μ４＝－犮４狀４狑４－（狑１＋狓１＋犪５

烅

烄

烆 ）

（７）

参数的自适应律为
犪^
·
１＝－犮１狑１犽１（狑２－狑１＋狓２－狓１）－

β１
２犽１犪

～
１

犪^
·
２＝－犮２狑２犽２（狑１＋狓１）－

β２
２犽２犪

～
２

犪^３＝－犮２狑２犽３（狑２＋狓２）－
β３
２犽３犪

～
３

犪^
·
４＝－犮３狑３犽４（狑３＋狓３）－

β４
２犽４犪

～
４

犪^
·
５＝－犮４狑４犽５－

β５
２犽５犪

～

烅

烄

烆 ５

（８）

时，混沌系统（６）在零点沿着最优轨迹是稳定的，最优
轨迹由如下的积分性能指标所确定。

犐＝∫＋"

狋０ ∑
４

犻＝１
［α犻狑２犻＋狀犻（狌犻－狏犻）２］＋β１珘犪２１｛ ＋

β２珘犪２２＋β３珘犪２３＋β４珘犪２４＋β５珘犪２５｝　ｄ狋 （９）
其中狋０是个固定的时间点，狏犻（犻＝１，２，３，４）满足

狏１＝－（狑２－狑１＋狓２－狓１）犪１
狏２＝－犪２（狑１＋狓１）＋（狑１＋狓１）（狑３＋狓３）－

犪３（狑２＋狓２）＋狑４＋狓４
狏３＝－（狑１＋狓１）（狑２＋狓２）＋犪４（狑３＋狓３）
狏４＝－（狑１＋狓１＋犪５

烅

烄

烆 ）
β犻（犻＝１，２，３，…，８）是非负实数，犽犻（犻＝１，２，３，４）和犿犻
（犻＝１，２，３，…，９）是正实数，α犻，狀犻和犽犻满足

犽犻＝狀犻α槡犻，犻＝１，２，３，４ （１０）
证明　下面根据最优化原理证明最优控制器（７）、

参数自适应律（８）能使积分性能指标（９）式取得最小
值，而且使系统（６）在零点是一致渐近稳定的。

假设犈为积分性能指标的最小值且
狑＝∑

４

犻＝１
［α犻犲２犻＋狀犻（狌犻－狏犻）２］＋β１珘犪２１｛ ＋

β２珘犪２２＋β３珘犪２３＋β４珘犪２４＋β５珘犪２５｝　 （１１）
因此 犈＝ｍｉｎ

狌→∫＋"

狋０
狑ｄ狋 （１２）

其中狌→＝（狌１，狌２，狌３，狌４），函数犈满足ＢｅｌｌｍａｎＨａｍｉｌ
ｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程（３）式。根据系统（６），考虑以下Ｌｙａ
ｐｕｎｏｖ函数
犈＝∑

４

犻＝１
犮犻犲２犻＋犽１珘犪２１＋犽２珘犪２２＋犽３珘犪２３＋犽４珘犪２４＋犽５珘犪２５｛ ｝　

（１３）
设狌犻（犻＝１，２，３，４）就是要设计的最优控制器，根

据最优控制原理，有
　　　ｍｉｎ狌［犈·＋狑］＝∑

４

犻＝１
２犮犻犲犻＋２犽１珘犪１珘犪

·
１＋

２犽２珘犪２珘犪
·
２＋２犽３珘犪３珘犪

·
３＋２犽４珘犪４珘犪

·
４＋２犽５珘犪５珘犪

·
５＋狑 （１４）

将（７）、（８）和（１０）式代入（１３）式可得
ｍｉｎ
狌

［犈·＋狑］＝０ （１５）
从而证得控制器狌犻（犻＝１，２，３，４）满足ＢｅｌｌｍａｎＨａｍｉｌ
ｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程（３）式，说明控制器狌犻（犻＝１，２，３，４）是
最优的。

下面证明在最优控制器（７）和参数自适应律（８）的
作用下，混沌系统在零点是稳定的。

Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数（１３）式关于系统（６）的全导数为

犈·＝∑
４

犻＝１
２犮犻犲犻＋２犽１珘犪１珘犪

·
１＋２犽２珘犪２珘犪

·
２＋

２犽３珘犪３珘犪
·
３＋２犽４珘犪４珘犪

·
４＋２犽５珘犪５珘犪

·
５ （１６）

（７）、（８）和（１０）式代入（１６）式可得

犈·＝－∑
４

犻＝１
２α犻犲２犻－２（β１狏２１＋β２狏２２＋β３狏２３＋
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β４狏２４＋β５狏２５）＜０ （１７）
显然当β犻＞０时，犈

·是负定的，这就意味着在最优
控制器（１２）式和参数自适应律（１３）式的作用下，系统
（６）式是一致渐近稳定的。 证毕

４参数未知时混沌系统的同步
本节讨论参数未知时混沌系统的同步，以混沌系

统（４）为驱动系统，响应系统如下
狔·１＝犪^１（狔２－狔１）＋μ１
狔·２＝犪^２狔１－狔１狔３＋犪^３狔２－狔４＋μ２
狔·３＝狔１狔２－犪^４狔３＋μ３
狔·４＝狔１＋犪^５＋μ

烅

烄

烆 ４

（１８）

（１８）式减去（４）式可得误差系统
犲·１＝珘犪１（犲２－犲１）＋μ１
犲·２＝珘犪２犲１－狔１犲３－狓３犲１＋珘犪３犲２－犲４＋μ２
犲·３＝狔１犲２＋狓２犲１－珘犪４犲３＋μ３
犲·４＝犲１＋珘犪５＋μ

烅

烄

烆 ４

（１９）

其中犲犻＝狔犻－狓犻（犻＝１，２，３，４），珘犪犻＝犪^犻－犪犻（犻＝１，２，３，
４，５）。

要使驱动系统（４）和响应系统（１８）在参数犪犻（犻＝１，２，
３，４，５）未知的情况下达到同步当且仅当ｌｉｍ

狋→"

‖犲（狋）‖＝
０，其中犲＝［犲１犲２犲３犲４］Ｔ。得到如下定理。

定理２　选择控制器

μ１＝－犮１狀１犲１

μ２＝－犮２狀２犲２＋狔１犲３＋狓３犲１＋犲４

μ３＝－犮３狀３犲３－狔１犲２－狓２犲１

μ４＝－犮４狀４犲４－犲

烅

烄

烆 １

（２０）

和参数自适应律
犪^
·
１＝－犮１犲１犽１（犲２－犲１）－

β１
２犽１珘犪１

犪^
·
２＝－犮２犲２犽２犲１－

β２
２犽２珘犪２

犪^３＝－犮２犲
２２

犽３－
β３
２犽３珘犪３

犪^
·
４＝－犮３犲

２３
犽４－

β４
２犽４珘犪４

犪^
·
５＝－犮４犲４犽５－

β５
２犽５珘犪

烅

烄

烆 ５

（２１）

时，驱动系统（４）和响应系统（１８）沿着指定的最优轨迹
是一致渐近同步的，最优轨迹由如下的积分性能指标
所确定。

犐＝∫＋"

狋０ ∑
４

犻＝１
［α犻狑２犻＋狀犻（狌犻－狏犻）２］＋β１珘犪２１｛ ＋

β２珘犪２２＋β３珘犪２３＋β４珘犪２４＋β５珘犪２５｝　ｄ狋 （２２）
其中狋０是个固定的时间点，狏犻（犻＝１，２，３，４）满足

狏１＝－（狑２－狑１＋狓２－狓１）犪１
狏２＝－犪２（狑１＋狓１）＋（狑１＋狓１）（狑３＋狓３）－

犪３（狑２＋狓２）＋狑４＋狓４
狏３＝－（狑１＋狓１）（狑２＋狓２）＋犪４（狑３＋狓３）
狏４＝－（狑１＋狓１＋犪５

烅

烄

烆 ）
β犻（犻＝１，２，３，…，８）是非负实数，犽犻（犻＝１，２，３，４）和
狀犻（犻＝１，２，３，４）是正实数，α犻，狀犻和犽犻满足犽犻＝狀犻α槡犻
（犻＝１，２，３，４）。

定理２的证明与定理１的证明类似。

５数值仿真
本节通过Ｍａｔｌａｂ软件，采用四阶ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ算法

对混沌系统的控制与同步系统进行仿真，取步长为０．０１。
５．１混沌系统控制的数值仿真

令犮犻＝１（犻＝１，２，３，４），狀犻＝１（犻＝１，２，３，４），犽犻＝１
（犻＝１，２，３，４），β犻＝２（犻＝１，２，３，４，５）。新混沌系统的
参数取为犪１＝３６，犪２＝－１６，犪３＝２８，犪４＝３，犪５＝０，参
数估计犪^１＝１，犪^２＝２，犪^３＝２．５，犪^４＝０．５，犪^５＝１。混沌
系统的系统变量狑１，狑２，狑３，狑４随时间变化的图像如
图１所示。

　图１　受控系统的状态演化曲线
仿真结果表明，最优控制方法可以实现系统的全

局渐近稳定，状态变量收敛的精度高，收敛建立时间
短，仿真结果体现了控制方法的有效性。
５．２混沌系统同步的数值仿真

令犮犻＝１（犻＝１，２，３，４），狀犻＝１（犻＝１，２，３，４），犽犻＝１
（犻＝１，２，３，４），β犻＝４（犻＝１，２，３，４，５）。新混沌系统的
参数取为犪１＝３６，犪２＝－１６，犪３＝２８，犪４＝３，犪５＝０，参
数估计犪^１＝１，犪^２＝２，犪^３＝２．５，犪^４＝３，犪^５＝４。误差系
统的系统变量犲１，犲２，犲３，犲４随时间变化的图像如图２、
图３所示。

仿真结果表明，最优同步方法可以快速实现误差
系统的全局渐近稳定，误差系统的状态变量收敛的精
度高，收敛建立时间短，仿真结果体现了同步方法的有
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效性。

　图２　误差系统的状态演化曲线

　图３　参数估计的时间演化图

６结论
本文根据最

优化原理，对于
一个新的混沌系
统，在参数未知
的情况下，通过
设计最优控制器
和参数自适应
律，实现了它的
控制与同步。本
文所设计的控制器在实现混沌系统控制与同步目标的
同时，也实现了控制器的最优化，可以推广应用到其它
混沌系统的控制与同步。
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