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受随机扰动的两种资产积累模型的最优逼近控制

刘亚婷１，张启敏１，２
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摘要：将随机扰动和资产积累过程中资产之间的相互影响考虑到模型中，讨论了一类带有ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎ运动和Ｍａｒｋ
ｏｖ调制的２种随机资产积累系统的最优逼近控制问题。采用最优控制的经典方法———最大值原理来对问题进行求解。
利用Ｉｔｏ′ｓ公式及一些基本不等式等证明了在利普希茨条件下，资产积累模型和其相对应的伴随方程的解都是有界的，并
且给出了２种随机资产积累系统的最优逼近控制存在的必要条件是哈密顿函数的期望值无限逼近于其最大值。另一方
面，利用Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理对哈密顿函数进行变分处理，得到当模型的最优逼近控制的期望值为哈密顿函数的上确界时，
资产积累模型最优逼近控制是存在的。
关键词：随机资产积累；ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎ运动；Ｍａｒｋｏｖ调制；最优逼近控制；Ｅｋｅｌａｎｄ变分；Ｉｔｏ′ｓ公式
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考虑带有如下随机扰动的资产积累系统模型

　　　　

犓１（狋，犪）
狋＋犓１（狋，犪）犪＝－σ１（犪，狋）犓１（狋，犪）＋狌１（狋，犪）犓１（狋，犪）＋ρ１犓１（狋，犪）犓２（狋，犪）＋

犐１（狉（狋），犓１（狋，犪））＋犵１（狋，犓１（狋，犪））犅
犎

狋
犓２（狋，犪）
狋＋犓２（狋，犪）犪＝－σ２（犪，狋）犓２（狋，犪）＋狌２（狋，犪）犓２（狋，犪）＋ρ２犓１（狋，犪）犓２（狋，犪）＋

犐２（狉（狋），犓２（狋，犪））＋犵２（狋，犓２（狋，犪））犅
犎

狋
犓犼（狋，０）＝犐犼０（狋）＝γ犼（狋）犃犼（狋）犉犼（犔犼（狋），∫犃

０
犓犼（狋，犪）ｄ犪），狋∈［０，犜］

犖犼（狋）＝∫犃

０
犓犼（狋，犪）ｄ犪

犓犼（０，犪）＝犓犼０（犪），犪∈［０，犃］
狉（０）＝犻

烅

烄

烆 ０

（１）

其中（狋，犪）∈犙，犙：＝（０，犃）×［０，犜］，犼＝１，２分别是第１种和第２种资产的下标表示，犃犼（狋）表示资本使用的最大
年限、最大役龄，犓犼（狋，犪）为狋时刻年龄为犪的相应的资本密度函数，犖犼（狋）为资本总量，σ犼（犪，狋）为资本折旧率，
犐犼０（狋）为资本的初始分布函数，狉犼（狋）（犼＝１，２）为资本的积累率，０＜狉犼（狋）＜１，犃犼（狋）（犼＝１，２）为技术进步系数，
狌犼（狋，犪）是人为做出的控制。ρ犼为２种资产的作用系数，０＜ρ犼＜１，犐犼（狋，犓犼（狋，犪））表示２种无风险的资本。现实
生活中总存在一些不确定性的、不连续的突然扰动，例如技术的革新、新产品的引进、新政策的变化等。这些因
素的变化使得资产是包含有风险的资产。由于资本市场是复杂的，而且资产是不连续的和不可预期的。把
ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎ运动和Ｍａｒｋｏｖ链考虑到模型中，假设犐犼（狋，犓犼（狋，犪））被一个随机扰动产生影响，犵（狋，犓犼（狋，犪））
是相应的随机扰动犐犼（狋，犓犼（狋，犪））＝犐犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））＋犵（狋，犓犼（狋，犪））犅

犎

狋。
目前，关于带有Ｍａｒｋｏｖ和ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎ运动随机项的文章已有了许多相关的研究，如Ｃｈｅｎｇ和Ｍａｏ
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用欧拉方法证明了带有Ｍａｒｋｏｖ调制的随机偏微分方程数值解的收敛性［１］；Ｚｈａｎｇ证明了与年龄相关的带有
Ｍａｒｋｏｖ调制的随机资产积累系统的数值解的收敛性［２］；ＷｅｎｊｕｎＭａ对一类与年龄相关的带有ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎ
运动的人口模型进行了数值分析［３］。但是对带有ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎ运动和Ｍａｒｋｏｖ调制的随机扰动的资产积累
系统的最优控制的研究并不多见，关于带有随机项的２种竞争资产积累的最优控制的文章更是少见。众所周
知，一般情况下由于最优控制的条件比较严格，并不是任何一个问题的最优控制都存在，一些学者就此研究了近
似最优［４１３］。本文主要采用Ｅｋｅｌａｎｄ变分原理，Ｉｔｏ′ｓ公式及一些特殊不等式等方法证明了带有Ｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
Ｂｒｏｗｎ运动和Ｍａｒｋｏｖ调制的２种随机竞争资产积累系统的最优逼近控制存在的问题，给出了两种随机竞争资
产积累系统的最优逼近控制都存在的充分和必要条件。

１预备知识
定义１［３］　（ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎ运动）犅犎＝犅犎（狋），狋∈｛ ｝犚（０＜犎＜１）是一个连续的高斯过程，是一个半鞅，期

望和协方差分别为犈［犅犎（狋）］＝０；犈［犅犎狋犅犎狊］＝１２（｜狋｜
２犎＋｜狊｜２犎－｜狋－狊｜２犎）；狋，狊∈犚；并且犅犎是一个定义在完备

概率空间（Ω，犉，犘）上的取值在一个可分的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎ运动，取犅犎（０）＝０。显然当犎＝
１
２时，犅

１
２是一个标准的布朗运动。

为了给出本文的主要结论，需要定义函数运算的空间。令犞＝犎１（［０，犃］）≡｛φ｜φ∈犔２（［０，犃］），
φ
犪∈犔

２（［０，犃］），其中φ犪是广义偏导数｝。犞是Ｓｏｂｏｌｅｖ空间，犎＝犔
２（［０，犃］），且满足犞→犎≡犎′→犞′，犞′＝

犎－１（［０，犃］）是犞的对偶空间。定义·和‖·‖分别为犞，犞′上的范数；〈·，·〉表示犞与犞′空间的内积，
（·，·）是犎空间上的数量积。

设（Ω，犉，犉｛｝狋狋≥０，犘）是完备概率空间，并假设犉｛｝狋狋≥０是由３个完全独立的过程生成的滤波算子（左极限是
右连续的，并且犉０包含所有的零测集）算子犅∈犔（犓，犎）是所有从犓到犎的有界线性算子空间，‖犅‖２２表Ｈｉｌ
ｂｅｒｔＳｃｈｍｉｄｔ范数，即‖犅‖２２＝ｔｒ（犅犠犅Ｔ）。

设｛狉（狋），狉≥０｝是定义在概率空间上取值于有限状态犛＝｛１，２，…，犖｝的右连续的Ｍａｒｋｏｖ链，其生成元Γ＝
（γ犻犼）犖×犖如下给定犘｛狉（狋＋Δ狋）＝犼｜狉（狋）＝犻｝＝γ犻犼Δ＋狅

（Δ），如果犻≠犼
１＋γ犻犻Δ＋狅（Δ），如果犻＝｛ 犼，其中Δ０，γ犻犼≥０表示从状态犻到状态

犼的概率，γ犻犻＝－∑犻≠犼γ犻犼。假设狉（狋）与ＦｒａｃｔｉｏｎａｌＢｒｏｗｎ运动犅犎狋相互独立。易知狉（狋）的每一个样本轨道是一个
右连续的阶梯函数，且在犚＋上的任何一个有限子区间上至多含有有限多个跳跃点。犆＝犆（［０，犜］；犎）表示所有
从［０，犜］到犎的连续函数组成的空间，其范数定义为

‖ψ‖犆＝ｓｕｐ０≤狊≤犜｜ψ｜（狊），犔犘犞＝犔狆（［０，犜］；犞），犔犘犎＝犔狆（［０，犜］；犎）
犐犼（犻，犓犼（狋，犪））是犛×犔２犎→犎上的一族几乎处处犉狋可测的非线性算子；而犵犼（狋，犓犼（狋，犪））是［０，犜］×犔２犎→

犔（犓，犎）上的一族几乎处处犉狋可测的非线性算子，犓犼０（犪）∈犔２犎，狌犼为控制过程，假设犝＝犔２（Ω狊）是一个非空闭
凸集，则狌：［０，犜］×［０，犃］×Ω→犝是取值在犝上的犉狋适应过程。犝犪犱为一类允许控制集合。

考虑如下目标函数［４］

犑（狌犼（狋，犪））＝犈［∫"

０
ｅ－狉狋∫ω０［狆（狋）犳（狋－犪）狌犼（狋，犪）犓犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））－

犮（犪）
２［犐犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））］２］ｄ犪ｄ狋－∫"

０
ｅ－狉狋［犫０犐犼０（狋）＋犮０２（犐犼０（狋））

２］ｄ狋］

其中设犾＝狆（狋）犳（狋－犪）狌犼（狋，犪）犓犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））－犮（犪）２［犐犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））］２，为证明下述问题的
控制问题的存在性，引进性能指标泛函犞＝ ｓｕｐ狌犼（狋，犪）∈犝犪犱［０，犜］

犑（狌犼（狋，犪））。
定义２［５］　（ε最优逼近）对于任意充分小的ε＞０，狌ε（·）是ε最优逼近，若犑（狌ε（·）－犞）≤ξ（ε），对于任意

小的ε，存在ξ是ε的函数，满足ξ（ε）→０且ε→０，其中ξ（ε）是误差阶。即若存在一些与常数犆无关且大于０的δ，
并且有ξ（ε）＝犆εδ成立，则狌ε（·）就叫做εδ阶的最优逼近。

假设（Ｈ１）：犐犼（犻，犓犼（狋，犪）），犵犼（狋，犓犼（狋，犪）），犾犼（狋，犓犼（狋，犪））分别在犛×犔２犎，［０，犜］×犔２犎，犛×犔２犎上关于
犓犼（狋，犪）的偏导连续可微，存在常数犆１犻使得下式成立

犐犼犓犼（犻，犓犼（狋，犪））∨犵犼犓犼（狋，犓犼（狋，犪））∨犾犼犓犼（犻，犓犼（狋，犪））＜犆１犻（１＋犓犼（狋，犪）），犻∈犛
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犐犼犓犼＝犐犼
（犻，犓犼（狋，犪））
犓犼（狋，犪），犵犼犓犼＝犵犼

（狋，犓犼（狋，犪））
犓犼（狋，犪），犾犼犓犼＝犾犼

（犻，犓犼（狋，犪））
犓犼（狋，犪）

且犾犼犓犼＝狆（狋）犳（狋－犪）狌犼狋犓犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼犓犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））－犮（犪）犐犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））犐犼犓犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））。
（Ｈ２）：对任意的０≤狋≤１，（犓犼（狋，犪），狌犼（狋，犪））∈犚×犝犪犱，狌′犼（狋，犪）∈犝犪犱，犾犼（狋，犓犼（狋，犪））关于狌犼（狋，犪）连续可

微，存在常数犆２犻使得
犾犼（狋，犓犼（狋，犪），狌犼（狋，犪））－犾犼（狋，犓犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪））＋犾犼狌犼（狋，犓犼（狋，犪），狌犼（狋，犪））－犾犼狌犼（狋，犓犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪））＋
犾犼犓犼（狋，犓犼（狋，犪），狌犼（狋，犪））－犾犼犓犼（狋，犓犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪））＜犆２犻犱（狌犼（狋，犪）－狌′犼（狋，犪）），犾犼狌犼＝犾犼

（犻，犓犼狋，狌犼狋）
狌犼狋

（Ｈ３）：（局部利普希茨条件）存在常数犆３犻＞０使得
犐犼（犻，犓犼（狋，犪））－犐（犻，犓′犼（狋，犪））２∨犵犼（狋，犓犼（狋，犪））－犵（狋，犓′犼（狋，犪））２∨

犾犼（犻，犓犼（狋，犪））－犾（犻，犓′犼（狋，犪））２≤犆３犻犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪）２

犐犼犓犼（犻，犓犼（狋，犪））－犐犼犓犼（犻，犓′犼（狋，犪））∨犵犼犓犼（狋，犓犼（狋，犪））－犵犼犓犼（狋，犓′犼（狋，犪））∨
犐犼犓犼（犻，犓犼（狋，犪））－犾犼犓犼（犻，犓′犼（狋，犪））≤犆′３犻犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪）

其中犓犼（狋，犪），犓′犼（狋，犪）∈犚，ａ．ｅ．犻∈犛。
本文假设条件如下，（Ａ１）：σ犼（狋，犪）∈犔犾ｌｏｃ（［０，犃］，［０，犜］），∫犪＋０σ犼（（犪，犪－犪＋），狋）ｄ犪＝＋"

，且σ犼（犪，狋）是在
（０，犪＋）×（－"

，０）×（０，犜）上的非负延续函数，狆（狋），犳（狋－犪）连续有界；
（Ａ２）：｛０≤犐犼０≤犐犼０（狋）≤犐０犼，狋＞０｝，犐犼０，犐０犼为常数；
（Ａ３）：犓犼０（犪）∈犔"

０（０，犪＋），犓犼０（犪）≥０，对任意的犪∈（０，犪＋）；
（Ａ４）：γ犼（狋），犃犼（狋）是在［０，犜］上的非负数，并且γ犼（狋）犃犼（狋）≤η，η也为非负数；
（Ａ５）：犐犼（犻，０）＝０，犻∈犛；

（Ａ６）：
犉犼（犔犼，犖犼）≥０（犉犼（犔犼，０）＝０），犉犼（犔犼，犖犼）犔犼 ＞０

０＜犉犼（犔犼，犖犼）犔犼 ＜犉１，其中犉犼≥
烅
烄

烆 ０
。

在上述条件下犓犼（狋，犪）∈犔２犉（［０，犜］×［０，犃］，犚）是方程（１）式的唯一的解，犔２犉（［０，犜］×［０，犃］，犚）是由犉１—
适应过程犓犼（狋，犪）组成的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，并且犈∫狋０犓犼（狊，犪）２ｄ狊＜＋"

。
对任意的狌犼（狋，犪）∈犝犪犱和状态变量犓犼（狋，犪），引入伴随方程和相应的哈密顿函数如下

λ１（狋，犪）
狋＋λ１（狋，犪）犪＝（σ１（犪，狋）－狌１（狋，犪）－ρ１犓２（狋，犪）－犐１犓１（狉（狋），犓１（狋，犪）））λ１（狋，犪）－狆（狋）犳（狋－犪）狌１（狋，犪）＋

　　　　犫（犪）犐１犓１（狉（狋），犓１（狋，犪））＋犮（犪）犐１（狉（狋），犓１（狋，犪））犐１犓１（狉（狋），犓１（狋，犪））－犵１犓１（狋，犓１（狋，犪））ψ１（狋，犪）＋ψ１（狋，犪）ｄ犅
犎

ｄ狋
λ２（狋，犪）
狋＋λ２（狋，犪）犪＝（σ２（犪，狋）－狌２（狋，犪）－ρ２犓１（狋，犪）－犐２犓２（狉（狋），犓２（狋，犪）））λ２（狋，犪）－狆（狋）犳（狋－犪）狌２（狋，犪）＋

犫（犪）犐２犓２（狉（狋），犓１（狋，犪））＋犮（犪）犐２（狉（狋），犓２（狋，犪））犐２犓２（狉（狋），犓２（狋，犪））－犵２犓２（狋，犓２（狋，犪））ψ２（狋，犪）＋ψ２（狋，犪）ｄ犅
犎

ｄ狋
λ犼（狋，ω）＝０，λ犼（犜，犪）

烅

烄

烆 ＝０
犎１（狋，犓１（狋，犪），狌１（狋，犪），λ１（狋，犪），ψ１（狋，犪））：＝狆（狋）犳（狋－犪）狌１（狋，犪）犓１（狋，犪）－犫（犪）犐１（狉（狋），犓１（狋，犪））－

犮（犪）
２［犐１（狉（狋），犓１（狋，犪））］２＋λ１［犐１（狉（狋），犓１（狋，犪））＋ρ１犓１（狋，犪）犓２（狋，犪）－σ１（犪，狋）犓１（狋，犪）＋

狌１（狋，犪）犓１（狋，犪）］＋ψ１（狋，犪）犵１（狋，犓１（狋，犪））
犎２（狋，犓２（狋，犪），狌２（狋，犪），λ２（狋，犪），ψ２（狋，犪））：＝狆（狋）犳（狋－犪）狌２（狋，犪）犓２（狋，犪）－犫（犪）犐２（狉（狋），犓２（狋，犪））－

犮（犪）
２［犐２（狉（狋），犓２（狋，犪））］２＋λ２［犐２（狉（狋），犓２（狋，犪））＋ρ２犓１（狋，犪）犓２（狋，犪）－σ２（犪，狋）犓２（狋，犪）＋

狌２（狋，犪）犓２（狋，犪）］＋ψ２（狋，犪）犵２（狋，犓２（狋，犪））
（λ犼（狋，犪），ψ犼（狋，犪））是相应于状态过程犓犼（狋，犪）的伴随过程。在（Ｈ１），（Ｈ２）条件下伴随方程存在唯一的犉狋适应
解（λ犼（狋，犪），ψ犼（狋，犪））∈犔２犉（［０，犜］×［０，犃］，犚）×犔２犉（［０，犜］×［０，犃］，犚）。又因为犐犼（狉（狋），犓犼（狋，犪）），犵犼（狋，犓犼（狋，犪））
有界，则存在与犓犼（狋，犪），狌犼（狋，犪）独立的常数犆４＞０，使得伴随过程满足

犈（ｓｕｐ０≤狊≤犜
λ犼（狊，犪）２）＋犈∫犜

０ψ犼（狊，犪）
２ｄ狊＜犆４ （２）
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引理１［６］　设（犞，犱）是一个完备的距离空间，犉：犞→犚∪｛＋"

｝是存在下确界的下半连续函数，如果对ε＞
０，狌ε∈犞，使得犉（狌ε）≤ｉｎｆ狌∈犞犉（狌）＋ε。则对δ＞０，存在狌δ∈犞使得ｉ）犉（狌δ）≤犉（狌ε），ｉｉ）犱（狌δ，狌ε）≤δ，ｉｉｉ）
犉（狌δ）≤犉（狌）＋εδ犱（狌，狌

δ），狌∈犞，且对狌∈犞，狌，狏∈犝犪犱定义犱（狌，狏）＝犱狋犘｛（狋，ω）∈［０，犜］×Ω：
狌（狉，狋，ω）≠狏（狉，狋，ω）｝，其中犱狋犘是Ｌｅｂｅｓｇｕｅ测度犱狋和概率测度狆的乘积测度，显然（犝犪犱，犱）是一个完备的距
离空间。

２最优逼近存在的必要条件
这一部分给出最优逼近控制存在的必要条件。
引理２　对０＜α＜１，０≤狆≤２，存在常数犆１＝犆１（α，狆＞０）使得对狌犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪）∈犝犪犱以及相应的

犓犼（狋，犪），犓′犼（狋，犪），有下式成立
犈ｓｕｐ０≤狋≤犜

犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪）狆≤犆１犱（狌犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪））α狆２ （３）
证明　假设狆＝２，对犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪）２采用Ｉｔｏ′ｓ公式，有
犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪）２≤－２∫狋０（犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪））犪 －（犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪）），犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪））ｄ狊－

２∫２

０ρ犼犓犻（狊，犪）（犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪））狘（犻＝１，２）牔（犻≠犼），犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪））ｄ狊＋

２∫狋０（犐犼（狉（狊），犓犼（狊，犪））－犐犼（狉（狊），犓′犼（狊，犪）），犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪））ｄ狊＋
２∫狋０（犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪），（犵犼（狊，犓犼（狊，犪））－犵犼（狊，犓′犼（狊，犪））））ｄ犅犎狊－
２∫狋０（狌犼（狊，犪）犓犼（狊，犪）－狌′犼（狊，犪）犓′犼（狊，犪），犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪））ｄ狊＋

２犎∫狋０犛２犎－１‖犵犼（狊，犓犼（狊，犪））－犵犼（狊，犓′犼（狊，犪））‖２２ｄ狊 （４）
下面证明（４）式的第１部分
－（犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪））

犪 ，犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪（ ））＝－∫犃

０
（犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪））ｄ犪（犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪））＝

１
２γ

２
犼（狋）犃２犼（狋）狘犉犼（犔犼（狋），∫犃

０
犓犼（狋，犪）ｄ犪）－犉犼（犔犼（狋），０）狘２≤

１
２η

２犉犼（犔犼，犖犼）
犖（ ）犼 ∫犃

０
（犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪（ ））ｄ犪）２≤１２犃犼犉２１η２狘犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪）狘２ （５）

利用局部利普希茨条件得到

∫狋０犛２犎－１∫狋０‖犵犼（狊，犓犼（狊，犪））－犵（狊，犓′犼（狊，犪））‖２２ｄ狊≤犆３犻∫犜

０
犛２犎－１犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪）２ｄ狊≤

犆３犻ｓｕｐ０≤狊≤狋
犛２犎－１∫犜

０
犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪）２ｄ狊≤犆３犻犜２犎－１∫犜

０
犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪）２ｄ狊 （６）

对于（４）式的倒数第３部分，由不等式和定义１可以得到
犈ｓｕｐ０≤狊≤狋∫狋０（犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪），（犵犼（狊，犓犼（狊，犪））－犵犼（狊，犓′犼（狊，犪））））ｄ犅犎狊≤
犈∫狋０‖犓犼（狊，犪）－犓′犼（狊，犪）‖‖犵犼（狊，犓犼（狊，犪））－犵犼（狊，犓′犼（狊，犪））‖２ｄ犅犎狊≤

２（犆′３犻）１２犆２［犈（∫狋０‖犵犼（狊，犓犼（狊，犪））－犵犼（狊，犓′犼（狊，犪））‖２ｄ犅犎狊）２］１２≤２（犆′３犻）１２犆１
２３犆２犆犎４Δ狋 （７）

犆２，犆４都是常数。对于（４）式的倒数第２部分
－２∫狋０（狌犼（狋，犪）犓犼（狋，犪）－狌′犼（狋，犪）犓′犼（狋，犪），犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪））＝

２∫狋０（狌犼（狋，犪）犓犼（狋，犪）－狌犼（狋，犪）犓′犼（狋，犪），犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪））＋２（狌犼（狋，犪）犓犼（狋，犪）－
狌′犼（狋，犪）犓′犼（狋，犪）χ狌犼（狋，犪）≠狌′犼（狋，犪）犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪））≤４犆′１犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪）２＋４（犆２′狌犼（狋，犪）－狌′犼（狋，犪）２＋

４犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪）２）χ狌犼（狋，犪）≠狌′犼（狋，犪）≤４犆′３犓犼（狋，犪）－犓′犼（狋，犪）２＋犆′４犱（狌犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪）） （８）
由（３）～（８）式知，引理得证。 证毕
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引理３　对０＜α＜１和１＜狆＜２满足（１＋αβ）狆＜２存在常数犆５＝犆５（α，β，狆）＞０对任意的狌犼（狋，犪），
狌′犼（狋，犪）∈狏及相应的状态变量犓犼（狋，犪），犓′犼（狋，犪）和伴随变量（λ犼（狋，犪），ψ犼（狋，犪）），（λ′犼（狋，犪），ψ′犼（狋，犪））有下式成立

犈∫犜

０
｛λ犼（狋，犪）－λ′犼（狋，犪）狆＋ψ犼（狋，犪）－ψ′犼（狋，犪）狆｝ｄ狋≤犆５犱（狌犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪））αβ狆２ （）９

证明　注意到（λ犼（狋，犪），ψ犼（狋，犪））≡（λ犼（狋，犪）－λ′犼（狋，犪），ψ犼（狋，犪）－ψ′犼（狋，犪））满足如下方程
ｄλ１（狋，犪）
ｄ狋＋ｄλ１（狋，犪）ｄ犪＝｛－（犐１犓（狉（狋），犓１（狋，犪））－σ１（犪，狋）＋狌１（狋，犪）＋ρ１犓２（狋，犪））λ１（狋，犪）＋

　　　　　犵１犓（狋，犓１（狋，犪））ψ１（狋，犪）＋犉１（狋，犪）｝ｄ狋＋ψ１（狋，犪）ｄ犅
犎

ｄ狋
ｄλ２（狋，犪）
ｄ狋＋ｄλ２（狋，犪）ｄ犪＝｛－（犐２犓（狉（狋），犓２（狋，犪））－σ２（犪，狋）＋狌２（狋，犪）＋ρ２犓１（狋，犪））λ１（狋，犪）＋

　　　　　犵２犓（狋，犓２（狋，犪））ψ２（狋，犪）＋犉２（狋，犪）｝ｄ狋＋ψ２（狋，犪）ｄ犅
犎

ｄ狋
λ犼（犜）

烅

烄

烆 ＝０
其中 犉犼（狋，犪）＝｛犐犼犓（狉（狋），犓犼（狋，犪））－犐犼犓（狉（狋），犓′犼（狋，犪））｝λ′犼（狋，犪）＋（狌犼（狋，犪）－狌′犼（狋，犪））λ′犼（狋，犪）＋
｛犵犼犓（狋，犓犼（狋，犪））－犵犼犓（狋，犓′犼（狋，犪））｝ψ′犼（狋，犪）＋（ρ犼（狋，犪）犓犻（狋，犪）－ρ′犼（狋，犪）犓′犻（狋，犪））｜（犻＝１，２）牔（犻≠犼）λ′犼（狋，犪）＋

｛狆（狋）犳（狋－犪）狌犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼犓（狉（狋），犓犼（狋，犪））－犮（犪）犐（狉（狋），犓犼（狋，犪））犐犼犓（狉（狋），犓犼（狋，犪））－
狆（狋）犳（狋－犪）狌′犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼犓（狉（狋），犓′犼（狋，犪））－犮（犪）犐（狉（狋），犓′犼（狋，犪））犐犼犓（狉（狋），犓′犼（狋，犪））｝

假设η犼（狋，犪）是如下方程的解
ｄη１（狋，犪）＝｛－（犐１犓（狉（狋），犓１（狋，犪））－σ１（犪，狋）＋狌１（狋，犪）＋ρ１犓２（狋，犪））η１（狋，犪）＋

λ１（狋，犪）狆－１ｓｇｎ（λ１（狋，犪））｝ｄ狋＋｛犵１犓（狋，犓１（狋，犪））η１（狋，犪）｝＋ψ１（狋，犪）狆－１ｓｇｎ（ψ１（狋，犪））｝ｄ犅犎狋
ｄη２（狋，犪）＝｛－（犐２犓（狉（狋），犓２（狋，犪））－σ２（犪，狋）＋狌２（狋，犪）＋ρ２犓１（狋，犪））η２（狋，犪）＋

λ２（狋，犪）狆－１ｓｇｎ（λ２（狋，犪））｝ｄ狋＋｛犵２犓（狋，犓２（狋，犪））η２（狋，犪）｝＋ψ２（狋，犪）狆－１ｓｇｎ（ψ２（狋，犪））｝ｄ犅犎狋
η犼（０）

烅

烄

烆 ＝０
对任意的向量ｓｇｎ（犪）≡（ｓｇｎ（犪１），…，ｓｇｎ（犪狀））有犪≡（犪１，…，犪狀）。在（Ｈ１），（Ｈ２）条件下，上述方程有唯一的
解并且犈∫犜

０
｛‖λ犼（狋，犪）狆－１ｓｇｎ（λ犼（狋，犪））

２
＋‖ψ犼（狋，犪）狆－１ｓｇｎ（ψ犼（狋，犪））２｝ｄ狋＜＋"

。设狇＞２，以及１狆＋
１
狇＝

１，得到
犈ｓｕｐ０≤狋≤犜η犼（狋，犪）

狇≤犆犈∫犜

０
｛λ犼（狋，犪）狆狇－狇＋ψ犼（狋，犪）狆狇－狇｝ｄ狋≤犆６犈∫犜

０
｛λ犼（狋，犪）狆＋ψ犼（狋，犪）狆｝ｄ狋

显然由（２）式知上式右端有界。
另一方面对λ犼（狋，犪）·η犼（狋，犪）进行Ｉｔｏ′ｓ积分并取期望，可以得

犈∫犜

０
｛λ犼（狋，犪）［λ犼（狋，犪）

狆－１ｓｇｎ（λ犼（狋，犪））］＋ψ犼（狋，犪）［ψ犼（狋，犪）狇－１ｓｇｎ（ψ犼（狋，犪））］｝ｄ狋＝

犈｛∫犜

０
［犉犼（狋，犪）η犼（狋，犪）］ｄ狋｝≤犈∫犜

０
犉犼（狋，犪）狆ｄ｛ ｝狋１

狆犈∫犜

０η犼（狋，犪）
狇ｄ｛ ｝狋１

狇≤

犆７｛犈∫犜

０
｛λ犼（狋，犪）狆＋ψ犼（狋，犪）狆｝ｄ狋｝１狆｛犈∫犜

０
犉犼（狋，犪）狆ｄ狋｝

１
狆

显然
犈∫犜

０
｛λ犼（狋，犪）狆＋ψ犼（狋，犪）狆｝ｄ狋≤犆７犈∫犜

０
犉犼（狋，犪）狆ｄ狋

进一步证明（９）式
犈∫犜

０
（犐犼犓（狉（狋），犓犼（狋，犪））－犐犼犓（狉（狋），犓′犼（狋，犪）））λ′犼（狋，犪）狆ｄ狋≤犆８犱（狌犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪））αβ狆２ （１０）

同理可得
犈∫犜

０
（犵犼犓（狋，犓犼（狋，犪））－犵犼犓（狋，犓′犼（狋，犪）））ψ′犼（狋，犪）狆ｄ狋≤犆９犱（狌犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪））αβ狆２ （１１）

由（１０）、（１１）式得
犈｛∫犜

０
［犉犼（狋，犪）η犼（狋，犪）］ｄ狋｝≤犆１０犱（狌犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪））αβ

狆
２

综上，知（９）式成立，即引理３得证。 证毕
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定理１　对γ∈［０，１３），存在一个常数犆１１＝犆１１（γ）＞０使得对ε＞０和ε控制狌
ε犼，有下式成立

犈∫犜

０
犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））ｄ狋≥

ｍａｘ
狌犼（狋，犪）∈犝犪犱

犈∫犜

０
犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））ｄ狋－犆１１εγ

其中犓ε犼（狋，犪）和（λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））分别为状态方程和伴随方程的解。
证明　分两步进行证明。第一步，假设（珦犓ε犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪））是一个新的性能指标泛函的最优逼近解。在

（Ｈ１），（Ｈ２）的条件下，很容易看出犑（狌犼（狋，犪））是定义在距离空间犝犪犱上的一个连续函数。对δ＝ε２３，由Ｅｋｅｌａｎｄ
变分原理知，存在可测控制狌ε犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪）使得犱（狌犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪））≤ε２３，珟犑（珘狌ε犼（狋，犪））≤珟犑（狌犼（狋，犪））成立，并且
珟犑（狌ε犼（狋，犪））＝犑（狌犼（狋，犪））＋ε１３犱（狌犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪）），珘狌ε犼（狋，犪）是新的价值函数珟犑的可测集。

下面证明（珦犓ε犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪））存在的必要条件。令狋０∈［０，犜］和狌犼∈犝犪犱，θ＞０，定义一个变量狌θ犼∈犝犪犱［０，犜］，
且有

狌θ犼（狋，犪）＝狌犼
（狋，犪），狋∈［狋０，狋０＋θ］

珘狌ε犼（狋，犪），｛ 否则
事实上有珟犑（珘狌ε犼（狋，犪））≤珟犑（狌θ犼（狋，犪）），犱（狌θ犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪））≤θ。进一步对珟犑（珘狌ε犼（狋，犪））≤珟犑（狌θ犼（狋，犪））按Ｔａｙｌｏｒ公式
展开，可得

－εθ３≤珟犑（狌θ犼（狋，犪））－珟犑（珘狌ε犼（狋，犪））≤犈∫犜

０
［狆（狋）犳（狋－犪）狌θ犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼犓（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））－

犮（犪）犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））犐犼犓（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））］（犓θ犼（狋，犪）－珦犓ε犼（狋，犪））ｄ狋＋
犈∫珓狋＋ρ珓狋［狆（狋）犳（狋－犪）狌θ犼（狋，犪）珦犓ε犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））－犮（犪）２［犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））］２）－
（狆（狋）犳（狋－犪）珘狌ε犼（狋，犪）珦犓ε犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））－犮（犪）２［犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））］２）］ｄ狋＋

犈［犫０（犓θ犼（犜）－珦犓ε犼（犜））＋犮０珦犓ε犼（犜）（犓θ犼（犜）－珦犓ε犼（犜））］＋狅（ρ） （１２）
对珘λε犼（狋，犪）（犓θ犼（狋，犪）－珦犓ε犼（狋，犪））采用Ｉｔｏ′ｓ公式变换，有
犈［珦犓ε犼（犜）（犓θ犼（犜）－珦犓ε犼（犜））］＝犈∫犜

０
－ｄ珓λ

ε犼（犪，狋）
ｄ犪＋σ犼（犪，狋）珓λε犼（狋，犪）－珘狌ε犼（狋，犪）珓λε犼（狋，犪（ ））（犓θ犼（狋，犪）－珦犓ε犼（狋，犪））ｄ狋－

犈∫犜

０
［（犐犼（狉（狋），犓θ犼（狋，犪））－犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））珘λε犼（狋，犪）＋（犵犼犓（狋，犓θ犼（狋，犪））－犵犼犓（狋，珦犓ε犼（狋，犪））珘ψε犼（狋，犪）－

（狆（狋）犳（狋－犪）狌ε犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼犓（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））－犮（犪）犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））犐犼犓（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪）））］（犓θ犼（狋，犪）－
珦犓ε犼（狋，犪））ｄ狋＋犈∫狋０－（犓θ犼（狋，犪）－珦犓ε犼（狋，犪））犪 ＋犐犼（狉（狋），犓θ犼（狋，犪（ ））－犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））－

σ犼（犪，狋）（犓θ犼（狋，犪）－珦犓ε犼（狋，犪））＋狌θ犼犓θ犼（狋，犪）－珘狌ε犼（狋，犪）珦犓ε犼（狋，犪））珘λε犼（狋，犪）ｄ狋 （１３）
根据条件（Ｈ１）和引理１，并将（１３）式代入（１２）式得

－εε３≤犈∫珓狋＋ρ珓狋［（狆（狋）犳（狋－犪）狌θ犼（狋，犪）珦犓ε犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））－犮（犪）２［犐（狉（狋），（狋，犪））］２）－

（狆（狋）犳（狋－犪）珘狌ε犼（狋，犪）珦犓ε犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））－犮（犪）２［犐犼（狉（狋），珦犓ε犼（狋，犪））］２）］ｄ狋＋狅（ρ） （１４）
在（１４）式中令ρ→０，得到

－εθ３≤犈［（狆（珓狋）犳（珓狋－犪）狌θ犼（珓狋，犪）珦犓ε犼（珓狋，犪）－犫（犪）犐（狉（珓狋），珦犓ε犼（珓狋，犪））－犮（犪）２［犐（狉（珓狋），珦犓ε犼（珓狋，犪））］２）－

（狆（珓狋）犳（珓狋－犪）珘狌ε犼（珓狋，犪）珦犓ε犼（珓狋，犪）－犫（犪）犐（狉（珓狋），珦犓ε犼（珓狋，犪））－犮（犪）２［犐（狉（珓狋），珦犓ε犼（珓狋，犪））］２）］ｄ狋 （１５）
ｉ．ｅ．

－εθ３≤犈［犎犼（珓狋，珦犓ε犼（珓狋，犪），珘狌θ犼（珓狋，犪），珘λε犼（珓狋，犪），珘ψε犼（珓狋，犪））－犎犼（珓狋，珦犓ε犼（珓狋，犪），珘狌ε犼（珓狋，犪），珘λε犼（珓狋，犪），珘ψε犼（珓狋，犪））］
第二步，讨论（犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪））成立的必要条件。对（１５）式进行估计，对所有的（珦犓ε（珓狋，犪），珘狌ε（珓狋，犪））用

（犓ε（狋，犪），狌ε（狋，犪））来代替，得到
－犆１２εθ３≤犈∫犜

０
狆（狋）犳（狋－犪）狌θ犼（狋，犪）犓ε犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））－犮（犪）２［犐犼（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））］（ ）２［ －
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（狆（狋）犳（狋－犪）狌ε犼（狋，犪）犓ε犼（狋，犪）－犫（犪）犐犼（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））－犮（犪）２［犐犼（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））］２］）ｄ狋
ｉ．ｅ． 犈∫犜

０
犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））ｄ狋≥

ｍａｘ
狌犼（狋，犪）∈犝犪犱

犈∫犜

０
犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））ｄ狋－犆１２εγ

综上，关于资产积累系统的最优逼近控制存在的必要条件得证。 证毕

３最优逼近存在的充分条件
此部分用哈密顿函数的最大值原理来引入最优逼近控制存在的充分条件。
假设空间是一维的狀＝犿＝犱＝１，并且有（Ｈ４）：犐犼（狊，犓犼（狋，犪）），犵犼（狋，犓犼（狋，犪））关于狌犼（狋，犪）是连续可微

的，存在常数犆１＞０使得下式成立
犐犼（犻，犓犼（狋，犪））－犐犼（犻，犓′犼（狋，犪））∨犵犼（狋，犓犼（狋，犪））－犵犼（狋，犓′犼（狋，犪））∨

犐犼狌（犻，犓犼（狋，犪））－犐犼狌（犻，犓′犼（狋，犪））∨犵犼狌（狋，犓犼（狋，犪））－犵犼狌（狋，犓′犼（狋，犪））≤犆１狌犼（狋，犪）－狌′犼（狋，犪）
且犐犼狌（狉（狋），犓犼（狋，犪））＝犐犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））狌犼（狋，犪） ，犵犼狌（狋，犓犼（狋，犪））＝犵犼（狋，犓犼（狋，犪））狌犼（狋，犪）。

定理２　（犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪））和（λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））分别是状态方程和伴随方程的最优逼近解。假设犫（狋，犪），
犐（狊，犓）是减凹函数，犎犼（狋，犓犼（狋，犪），狌犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））是凹函数。ａ．ｅ．狋∈［０，犜］，Ｐａ．ｓ．如果对任意的
ε＞０，有
犈∫犜

０
犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））ｄ狋≥ｓｕｐ狌（狋，犪）∈狌犪犱

犈∫犜

０
犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））ｄ狋－εγ

则有 珟犑（狌ε犼（狋，犪））≤ｉｎｆ
狌犼（狋，犪）∈狌犪犱

犑（狌犼（狋，犪））＋ε１２
其中犆１是独立于ε的非负数。

证明　令ε＞０，定义狌犪犱［０，犜］上的珟犱有
珟犱（狌犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪））＝犈∫犜

０
狏ε犼狘狌犼（狋，犪）－狌ε犼（狋，犪）狘ｄ狋

其中狏ε犼（狋，犪）＝１＋｜λε犼（狋，犪）｜≥１。
定义狌犪犱［０，犜］上的一个函数β（狌犼（狋，犪））＝犈∫犜

０
犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））ｄ狋。显然有

β（狌犼（狋，犪），狌′犼（狋，犪））＝犆２犈∫犜

０
狏ε犼（狋，犪）狘狌犼（狋，犪）－狌ε犼（狋，犪）狘ｄ狋，说明β是在狌犪犱［０，犜］上关于珟犱的连续函数。由

Ｅｋｅｌａｎｄ′ｓ引理，存在珘狌ε犼（狋，犪）∈狌犪犱［０，犜］使得犱（狌犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪））≤ε，并且
犈∫犜

０
犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪））ｄ狋＝ ｍａｘ

狌犼（狋，犪）∈狌犪犱［０，犜］
犈∫犜

０
珮犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌犼（狋，犪））ｄ狋

其中
珮犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌犼（狋，犪））＝犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））－ε１２狏ε犼（狋，犪）｜狌犼（狋，犪）－狌ε犼（狋，犪）｜

由此式容易得到
犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），珘狌ε犼（狋，犪））＝ ｍａｘ

狌犼（狋，犪）∈狌犪犱［０，犜］
珮犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌犼（狋，犪））

由犎犼（狋，犓犼（狋，犪），狌犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））的凹性质，又有
犎犼（狋，犓犼（狋，犪），狌犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））－犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））≤

犎犼犓（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））（犓犼（狋，犪）－犓ε犼（狋，犪））＋
犎犼狌（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））（狌犼（狋，犪）－狌ε犼（狋，犪））

在条件（Ｈ１）～（Ｈ４）以及（３）、（８）式的条件下，可证
犎犼狌（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），ψε犼（狋，犪））（狌犼（狋，犪）－狌ε犼（狋，犪））＝

（狆（狋）犳（狋－犪）＋λε犼（狋，犪）犓ε犼（狋，犪）＋（λε犼（狋，犪）－犫（犪）－犮（犪）犐犼（狉（狋），犓ε犼（狋，犪）））犐犼狌（狉（狋），犓ε（狋，犪））＋
Ψε犼（狋，犪）犵犼狌（狋，犓ε犼（狋，犪））≤犆３狏ε犼（狋，犪）｜狌犼（狋，犪）－狌ε犼（狋，犪）｜＋ε１２狏ε犼（狋，犪）

事实上 犎犼犓（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），Ψε犼（狋，犪））（狌犼（狋，犪）－狌ε犼（狋，犪））＝
（犐犼犓（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））－σ犼（犪，狋）＋狌ε犼（狋，犪）λε犼（狋，犪）＋狆（狋）犳（狋－犪）狌ε犼（狋，犪）－

犫（犪）犐犼犓（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））－犮（犪）犐犼（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））犐犼犓（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））＋犵犼犓（狋，犓ε犼（狋，犪））Ψε犼（狋，犪）

５７第３期　　　　　　　　　　　　　　刘亚婷，等：受随机扰动的两种资产积累模型的最优逼近控制



从而
犈∫犜

０
｛犎犼（狋，犓犼（狋，犪），狌犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），Ψε犼（狋，犪））－犎犼（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪），λε犼（狋，犪），Ψε犼（狋，犪））｝ｄ狋≤犆４ε１２

接着对λε犼（狋，犪）（犓犼（狋，犪）－犓ε犼（狋，犪））进行Ｉｔｏ′ｓ积分并取期望得
犈［λε犼（犜，犪）（犓犼（犜，犪）－犓ε犼（犜，犪））］＝犈∫犜

０
犎犼犓（狋，犓ε犼（狋，犪），狌ε犼（狋，犪））（犓犼（狋，犪）－犓ε犼（狋，犪））ｄ狋－

犈∫犜

０
｛犵犼犓（狉（狋），犓犼（狋，犪））－犵犼犓（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））｝ψε犼（狋，犪）ｄ狋＋犈∫狋０｛－（犓犼（狋，犪）－犓ε犼（狋，犪））犪 ＋犐犼（狉（狋），犓犼（狋，犪））－
犐犼（狉（狋），犓ε犼（狋，犪））－σ犼（犪，狋）（犓犼（狋，犪）－犓ε犼（狋，犪））＋狌犼（狋，犪）犓犼（狋，犪）－狌ε犼（狋，犪）犓ε犼（狋，犪｝）珘λε犼（狋，犪）ｄ狋

综上，有
犈［λε犼（犜，犪）（犓犼（犜，犪）－犓ε犼（犜，犪））］≤犆５ε１２

即珟犑（狌ε犼（狋，犪））≤犑（狌犼（狋，犪））＋犆６ε１２，因为狌犼（狋，犪）的任意性，从而结论得证，即犑（狌ε犼（狋，犪））≤犑犼（狌（狋，犪））。证毕
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