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摘要:首先基于共轭梯度法的共轭条件和下降性,提出了一类充分下降的谱共轭梯度法。该方法将经典共轭梯度法中搜

索方向由原来的只满足一个共轭条件改变为同时满足一个共轭条件和一个下降条件;然后,在 Wolfe线搜索下用反证法

证明了新算法的全局收敛性;最后,通过12个算例,将新算法和已有SHS算法在迭代次数和计算时间方面进行了数值比

较实验,比较结果表明新算法在这两个方面都明显优越于SHS算法。算法的全局收敛性和数值结果的优越性表明,新

算法是一个值得研究的方法。
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考虑无约束优化问题

min
x∈Rn

f ( )x (1)

其中f:Rn→R为连续可微函数。
共轭梯度法是求解问题(1)的有效方法[1]。经典共轭梯度法的一般迭代格式为

xk+1=xk+αkdk,dk=
-g0,k=0
-gk+βkdk-1,k≥{ 1

其中x0为初始迭代点,αk 是步长因子,dk 为搜索方向,gk=Ñfx( )k ,βk 为参数。βk 的选取有很多著名的公式,如

βHSk =
gT

kyk-1

dT
k-1yk-1

,βFRk =
gT

kgk

gT
k-1gk-1

,βDYk =
gT

kgk

dT
k-1yk-1

其中yk-1=gk-gk-1。不同的选取公式构成了不同的方法,上述3个公式对应的共轭梯度法分别叫做HS方法、

FR方法和DY方法。其它的参见文献[2]。

2001年,Birgin和 Martinez提出了一种谱共轭梯度方法[3],其搜索方向定义为dk=
-g0,k=0
-θkgk+βkdk-1,k≥{ 1

,

其中θk=
sTk-1sk-1

sTk-1yk-1
为谱参数,βk=

θkyk-1-sk( )-1
Tgk

dT
k-1yk-1

,sk-1=xk-xk-1=αk-1dk-1。较为遗憾的是,Birgin和 Mar-

tinez提出的谱共轭梯度法的搜索方向dk 不满足下降条件dT
kgk<0。为了获得全局收敛性,Zhang等在FR方

法的基础上构造了FR型谱共轭梯度法[4],其搜索方向dk 中θk=dT
k-1yk-1/‖gk-1‖2,βk=βFRk 。此方法的一个重

要特点是满足充分下降条件

dT
kgk≤-c‖gk‖2 (2)

其中c>0是常数。另外,他们还证明了此方法在Armijo线搜索下的全局收敛性。此后Du和Chen、Lu等又对

文献[4]提出的FR型谱共轭梯度法进行了补充和修正[5-6],获得了很好的收敛性和数值结果。王开荣、Cao等提

出了满足充分下降条件(2)的CD型谱共轭梯度法[7-8];Du和Liu提出了满足充分下降条件(2)的 HS型谱共轭

梯度法[9];Wan,黄海等提出了满足充分下降条件(2)的PRP型谱共轭梯度法[10-11]。
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本文在上述文献的基础上,根据充分下降条件(2)及Dai-Liao共轭条件[12]dT
kyk-1=-tgT

ksk-1(t≥0是常数)
选取另一组参数,得到了一类充分下降的谱共轭梯度法,并给出算法及其收敛性证明,最后进行数值实验,并分

析实验结果。

1一类充分下降的谱共轭梯度法

考虑一般的谱共轭梯度法

dk=
-g0,k=0
-θkgk+βkdk-1,k≥{ 1

(3)

其中θk 是谱系数,βk 是参数。

若取θk=
dT

k-1yk-1

‖gk-1‖2
,βk=βFRk ,就得到FR型谱共轭梯度法方法[4-5];若取θk=1-

gT
kdk-1

dT
k-1gk-1

,βk=βCDk ,就得到

CD型谱共轭梯度法方法[7-8];若取θk=1-
gT

kgk-1·gT
kdk-1

‖gk‖2·dT
k-1yk-1

,βk=βHSk ,就得到HS型谱共轭梯度法方法[9];若取

θk=
dT

k-1yk-1

‖gk-1‖2
- gT

kgk-1·gT
kdk-1

‖gk‖2 ‖gk-1‖2
,βk=βPRPk ,就得到PRP型谱共轭梯度法方法[10]。

本文将考虑选取另一组参数使其满足

dT
kyk-1=-θgT

ksk-1 (4)

dT
kgk=-cgT

kgk (5)
其中0≤θ<0.5,c>0.5。k≥1时,令

Δk=dT
k-1yk-1‖gk‖2-gT

kyk-1dT
k-1gk,θ1k=

c‖gk‖2dT
k-1yk-1-θdT

k-1gkgT
ksk-1,β1k=‖gk‖2cgT

kyk-1-θgT
ksk( )-1 (6)

若Δk≠0,则由(4)、(5)式得

θk=
θ1k
Δk
,βk=β

1
k

Δk
(7)

为了保证较好的收敛性,将新方法的搜索方向修正为

dk=
-gk,k=0或 cosηk <θ′
mk

Δk
,k≥1且 cosηk ≥θ

ì

î

í

ïï

ïï ′
(8)

其中0<θ′<1,且ηk 为mk 与gk 夹角。

mk=-θ1kgk+β1kdk-1 (9)
(8)式表明当 mk 与gk 接近正交时,dk 取负梯度方向。

下面引理表明,这种修正还带来了数值上的稳定性。
引理1 k≥1且gk≠0时,cosηk ≠0的充要条件是Δk≠0。
证明 k≥1时,由(6)、(9)式,直接计算得

mT
kgk= -θ1kgk+β1kdk( )-1

Tgk=-c‖gk‖2Δk (10)
从而命题成立。 证毕

2算法及收敛性

在这一节中,以(8)式为搜索方向给出算法。
算法1 步1,给定初值。选取初始点x0∈Rn,ε≥0,0<ρ<1,0≤θ<0.5,c>0.5,0<θ′<1,k=0,选初始方

向d0=-g0;
步2,检验终止条件。若‖gk‖≤ε,则x*=xk,停止迭代;
步3,由(8)式确定搜索方向dk;
步4,用 Wolfe线搜索准则求步长αk>0;
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步5,计算新点。令xk+1=xk+αkdk,k=k+1,转步2。
从(8)式知,若dk=-gk,则dT

kgk=-gT
kgk;若dk=mk/Δk,结合(10)式有,dT

kgk=-cgT
kgk。这表明算法1

满足下降性。为了证明收敛性,先给出并证明下面一些引理。下面的引理及证明可参考文献[2]。
引理2 假设目标函数f的梯度Ñf ( )x Lipschitz连续,算法1中步长αk 由 Wolfe线搜索确定。若算法1产

生的序列 x{ }k 使得f x( )k 有下界,则有

∑ gT
kd( )k

2

‖dk‖2 <
¥ (11)

即Zoutendijk条件成立。
下面引理表明,dk 与-gk 的夹角余弦有下界。

引理3 算法1中的搜索方向dk 满足:存在常数 m>0,使得对一切k≥0,有 dT
kg( )k

2

‖dk‖2
≥m‖gk‖2。

证明 若k=0或 cosηk <θ′,则dk=-gk,
dT

kg( )k
2

‖dk‖2
=‖gk‖2。否则dk=

mk

Δk
,由(10)式有

‖dk‖2=‖
mk

Δk
‖
2

= mT
kgk

cosηk ‖gk‖ Δ
æ

è
ç

ö

ø
÷

k

2

= c
cosηk

‖gk
æ

è
ç

ö

ø
÷‖
2

≤ c
θ′‖gk
æ

è
ç

ö

ø
÷‖
2

(12)

由(5)、(12)式,得 dT
kg( )k

2

‖dk‖2
≥θ′2 ‖gk‖2。因此,结合0<θ′<1,只要令 m=θ′2,即有对一切k≥0,dT

kg( )k
2

‖dk‖2
≥

m‖gk‖2。 证毕

定理1 假设目标函数f的梯度Ñf ( )x Lipschitz连续,若算法1中步长αk 由 Wolfe线搜索确定,那么算法1
中要么存在某个xk 使得Ñf x( )k =0,要么产生一个序列 x{ }k ,使得

liminf
k→¥

‖Ñfx( )k ‖=0或liminf
k→¥

fx( )k =-¥

证明 用反证法。假设定理不成立,则算法1产生一个序列 x{ }k 使得f x( )k 有下界且存在δ>0使得对一切

k都有‖gk‖≥δ。
由于fx( )k 有下界,又目标函数f的梯度Ñf ( )x Lipschitz连续,根据引理2有(11)式成立。根据引理3,存

在常数m>0,使得对一切k≥0,有 gT
kd( )k

2

‖dk‖2
≥m‖gk‖2≥mδ2,从而∑ gT

kd( )k
2

‖dk‖2 >
¥。这与(11)式矛盾,得证。

证毕

3数值实验

由于采取精确线搜索,取c=1时,θk=1,βk=βHSk ,所以新方法可以看成是HS方法的推广。因此下面通过12
个例子[13],将算法1和文献[9]中的HS型谱共轭梯度法(记为SHS)进行数值比较实验。实验均在PC机上完

成,PC机的配置如下:Intel(R)Core(TM)i3-2350MCPU @2.30GHz,4GB内存,Win7系统。程序用 Matlab
编写,运行环境为 MatlabR2008a。线搜索统一使用文献[1]中的Lines程序,具体参数选取为ε=10-5,ρ=
0.01,θ=0.01,c=0.99,θ′=10-3。实验结果见表1,其中CPU表示计算时间,Ni 表示迭代次数,Nf 表示函数值

计算次数,‖g‖表示计算完成时的梯度范数。

表1 算法1和 HS型谱共轭梯度法[9]数值比较

测试函数 x0 维数 CPU Ni/Nf ‖g‖ 算法

Hager 1,1,…,( )1 10
0.0156 48/56 6.3622e-006 算法1

0.0468 78/81 6.1858e-006 SHS

Generalized
White&Holst

-1.2,1,…,-1.2,( )1 10
0.0780 548/1571 4.6792e-006 算法1

0.0936 638/1838 8.6894e-006 SHS

Extended
Maratos

1.1,0.1,…,1.1,( )0.1 100
0.0156 108/279 5.6475e-007 算法1

0.0468 138/348 9.3827e-007 SHS
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续表1

测试函数 x0 维数 CPU Ni/Nf ‖g‖ 算法

FLETCHCR 0,0,…,( )0 100
0.1872 1138/3401 9.7912e-006 算法1

0.2028 1400/4167 9.2260e-006 SHS

Diagonal7 1,1,…,( )1

1000

5000

0.0156 8/14 5.9471e-007 算法1

0.0468 10/16 4.4461e-008 SHS

0.0156 10/15 7.5815e-007 算法1

0.0468 10/16 3.5556e-007 SHS

Extended
Tridiagonal1

2,2,…,( )2

1000

10000

0.0468 202/348 3.0495e-006 算法1

0.1092 454/773 5.6947e-006 SHS

0.2184 202/348 9.6434e-006 算法1

1.4664 1502/2718 1.3357e-005 SHS

Diagonal5 1.1,1.1,…,( )1.1

1000

10000

0.0156 10/11 8.0206e-008 算法1

0.0468 38/39 4.1587e-006 SHS

0.0312 6/8 6.7748e-006 算法1

0.1404 40/42 2.9270e-006 SHS

Generalized
PSC1

3,0.1,…,3,( )0.1

1000

10000

0.1872 688/738 9.8448e-006 算法1

0.3276 1102/1406 9.6276e-006 SHS

1.7004 799/979 1.1890e-005 算法1

2.8548 1319/1694 1.2676e-005 SHS

Raydan2 1,1,…,( )1

1000

10000

0.0156 18/19 2.1286e-008 算法1

0.0312 66/67 9.7838e-006 SHS

0.0156 14/15 1.9604e-007 算法1

0.0780 70/72 8.7949e-007 SHS

Extended
Powell

3,-1,0,1,…,3,-1,0,( )1

1000

10000

0.0312 104/218 8.1029e-006 算法1

0.0624 228/466 2.7821e-006 SHS

0.2496 218/434 3.2844e-006 算法1

0.3588 334/685 5.0389e-006 SHS

ExtendedEP1 1.5,1.5,…,( )1.5

1000

10000

0.0156 10/27 8.2298e-006 算法1

0.0312 11/62 8.9592e-005 SHS

0.0468 8/22 7.7981e-007 算法1

0.0780 11/63 2.8332e-004 SHS

Extended
Hiebert

0,0,…,( )0

1000

10000

0.0156 4/9 0 算法1

0.4524 1151/5113 55.9764 SHS

0.0312 4/9 0 算法2.1

3.3696 1502/6866 5.3388 SHS

从表1可以看出,对于所选测试函数,无论是迭代次数还是计算时间,算法1的数值结果都明显优于SHS算

法。实际实验中发现,参数θ、c以及θ′的选取对实验结果影响较大,因此上述3个参数的(自适应)选取值得进一

步研究。
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ASufficientDescentSpectralConjugateGradientMethod

CHENLong-wei1,2,XIAFu-quan3,JIAChao-yong3
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Abstract:First,aclassofsufficientlydescentspectralconjugategradientmethodisputforward,whichsatisfiesbothconjugacycon-
ditionanddescentcondition,whilethestandardconjugategradientmethodonlymeetsconjugacycondition.Then,theglobalconver-
genceofthenewmethodisprovedwiththereductiontoabsurdityundertheWolfelinesearch.Finally,iterativetimesandcompu-
tingtimearecomparedbetweenthenewalgorithmandtheexistingSHSalgorithmintwelveexamples.Thecomparisonresults
showthatthenewalgorithmissuperiortotheSHSalgorithminthesetwoaspects.Theglobalconvergenceandthenumericalsupe-
riorityindicatethatthenewalgorithmisaneffectivealgorithmwhichisworthstudying.
Keywords:unconstrainedoptimization;spectralconjugategradientmethod;sufficientdescentcondition;conjugatecondition;glob-
alconvergence
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