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不变反凸模糊集
*

刘 卫 锋

(郑州航空工业管理学院 数理系,郑州450015)

摘要:研究了不变反凸模糊集及其相关性质,推广了有关文献中反凸模糊集的概念和相关结论。首先,通过将不变凸集的

思想应用到反凸模糊集,定义了一种新的广义反凸模糊集———不变反凸模糊集:设A∈F(Rn),称A 为不变反凸模糊集,
若存在映射η:Rn×Rn→Rn,有A(y+αη(x,y))≤A(x)∨A(y),∀x,y∈Rn,∀α∈[0,1]。然后,探讨了反凸模糊集与不变

反凸模糊集的关系:当η(x,y)=x-y时,不变反凸模糊集就退化为反凸模糊集,显然,反凸模糊集成为不变反凸模糊集

的特例;通过构造例子说明不变反凸模糊集不是反凸模糊集,得到不变反凸模糊集是反凸模糊集的真推广的结论。根据

不变反凸模糊集的定义,研究了不变反凸模糊集的并、稠密性等性质以及模糊集成为不变反凸模糊集的条件。最后,类似

于不变反凸模糊集,分别探讨了模糊集成为不变强反凸模糊集和不变严格反凸模糊集的条件。
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由于凸集理论在凸分析、函数论、最优化理论等数学分支中均有广泛的应用,因此,对凸集进行研究和推广

一直是数学应用基础研究领域的重要课题[1-5]。在凸集概念基础上,文献[1-3]引进了p-凸集和绝对p-凸集,并
对它们的性质进行了探讨;文献[6]对p-凸集和绝对p-凸集的性质进行了较为系统的研究;文献[7]提出了p-完

美凸集和绝对p-完美凸集;文献[8]通过弱化凸集和凸函数定义的条件对凸集进行了推广,引入了E-凸集和E-
凸函数等概念;文献[9]提出了比凸集理论更具一般性的不变凸集理论;文献[10]将不变凸集与E-凸集相结合,
提出了E-不变凸集。与凸集理论一样,凸模糊集在模糊最优化研究中也具有非常重要的作用,因此对凸模糊集

的研究也是模糊数学和模糊优化中的一个热点,其中,文献[11]对凸模糊集作了较为系统的研究;文献[12]讨论

了凸模糊集的性质;文献[13]引入T-p-凸模糊集,并讨论了其性质;文献[14]给出了基于t-范上的凸模糊集;文
献[15-16]分别提出了一种(λ,μ]-凸模糊集和(∈,∈q(λ,μ))-凸模糊集;文献[17]将不变凸集概念推广至凸模糊

集,提出不变凸模糊集的概念,并对其性质作了初步研究;文献[18]提出了反凸模糊集,并研究了它的性质;文献

[19]在文献[18]的基础上,提出了广义反凸模糊集———[μ,λ)-反凸模糊集,推广了反凸模糊集。
但是,目前还没有见到将不变凸集与反凸模糊集相结合的报道。为此,本文尝试将不变凸集与反凸模糊集

相结合,提出了一种新的广义反凸模糊集———不变反凸模糊集,使得反凸模糊集成为它的特例,从而拓展了反凸

模糊集的概念,并对不变反凸模糊集的性质进行了初步研究。

1相关概念

为叙述方便,下面给出凸集、不变凸集和反模糊凸集等相关概念。
定义1[4] 设集合A⊂Rn,称A 为凸集,若有αx+(1-α)y∈A,∀x,y∈A,∀α∈[0,1]。
定义2[9] 设集合A⊂Rn,称A 为不变凸集,若存在映射η:Rn×Rn→Rn,有y+αη(x,y)∈A,∀x,y∈A,

∀α∈[0,1]。
定义3[11] 设论域为Rn,称映射A:Rn→[0,1],x→A(x)为论域Rn 上的模糊集。
论域Rn 上的全体模糊集记作F(Rn)。
定义4[17] 设A∈F(Rn),称A 为不变凸模糊集,若存在映射η:Rn×Rn→Rn,有A(y+αη(x,y))≥A(x)∧
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A(y),∀x,y∈Rn,∀α∈[0,1]。
定义5[18] 设A∈F(Rn),称A 为反凸模糊集,若有A(αx+(1-α)y)≤A(x)∨A(y),∀x,y∈X,∀α∈[0,1]。
定义6[18] 设A∈F(Rn),称A为上半连续的,若有A(y)≤A(x)+ε,∀x,y∈Rn,∀ε>0,∃δ>0,且‖y-x‖<δ。
条件C[17] 设映射η:Rn×Rn→Rn,称η满足条件C,如果有

η(y,y+αη(x,y))=-αη(x,y),η(x,y+αη(x,y))=(1-α)η(x,y),∀x,y∈Rn,∀α∈[0,1]

2主要结果

定义7 设A∈F(Rn),称A 为不变反凸模糊集,若存在映射η:Rn×Rn→Rn,有A(y+αη(x,y))≤A(x)∨
A(y),∀x,y∈Rn,∀α∈[0,1]。

显然,当η(x,y)=x-y时,不变反凸模糊集就是反凸模糊集。则不变反凸模糊集是反凸模糊集的一种推广。
定理1 任意反凸模糊集是不变反凸模糊集。
定理1的证明显然,但其逆命题是不成立的,即不变反凸模糊集是反凸模糊集的真推广,举例说明。

例1 设A∈F(R),其中A(x)=
0.8,x>0
1,x=0
0.5,x<

ì

î

í

ïï

ïï 0

,η(x,y)=
x-y,xy>0
0,xy=0
y-x,xy<

ì

î

í

ïï

ïï 0

,则A 是关于η 的不变反凸模糊集,而

A 不是反凸模糊集。
首先证明,A 是关于η的不变反凸模糊集。事实上,可以分以下情况。

1)当xy=0时,A(y+αη(x,y))=A(y),此时又分3种情况:(a)当x=y=0时,则A(y+αη(x,y))=A(y)

=1≤A(x)∨A(y);(b)当x=0,y≠0时,此时A(x)=1,所以无论y>0还是y<0,即无论A(y)=0.8还是

A(y)=0.5,均有A(y+αη(x,y))=A(y)≤A(x)∨A(y);(c)当x≠0,y=0时,此时A(y)=1,所以无论x>0
还是x<0,即无论A(x)=0.8还是A(x)=0.5,均有A(y+αη(x,y))=A(y)=1≤A(x)∨A(y)。

2)当xy>0时,A(y+αη(x,y))=A(αx+(1-α)y),此时分2种情况:(a)当x>0,y>0时,则αx+(1-α)

y>0,且A(x)=A(y)=0.8,故A(y+αη(x,y))=A(αx+(1-α)y)=0.8≤A(x)∨A(y);(b)当x<0,y<0时,
则αx+(1-α)y<0,且A(x)=A(y)=0.5,故A(y+αη(x,y))=A(αx+(1-α)y)=0.5≤A(x)∨A(y)。

3)当xy<0时,A(y+αη(x,y))=A(-αx+(1+α)y),此时分2种情况:(a)当x>0,y<0时,则-αx+
(1+α)y<0,且A(x)=0.8,A(y)=0.5,故A(y+αη(x,y))=A(-αx+(1+α)y)=0.5≤A(x)∨A(y);(b)当
x<0,y>0时,则-αx+(1+α)y>0,且A(x)=0.5,A(y)=0.8,故A(y+αη(x,y))=A(-αx+(1+α)y)=
0.8≤A(x)∨A(y)。

由上述讨论可知,A 是关于η的不变反凸模糊集。
其次证明,A 不是反凸模糊集。事实上,有∀a>0,x0=-a,y0=a,α0=0.5,均有A(α0x0+(1-α0)y0)=

A(0)=1>A(x0)∨A(y0),故A 不是反凸模糊集。
定义8 设A∈F(Rn),称A 为不变强反凸模糊集,若存在映射η:Rn×Rn→Rn,有A(y+αη(x,y))<A(x)∨

A(y),∀x,y∈Rn,x≠y,∀α∈[0,1]。
定义9 设A∈F(Rn),称A 为不变严格反凸模糊集,若存在映射η:Rn×Rn→Rn,有A(y+αη(x,y))<A(x)∨

A(y),∀x,y∈Rn,当x≠y时,A(x)≠A(y),∀α∈[0,1]。
定理2 设A,B∈F(Rn)是不变反凸模糊集,则A∪B 是不变反凸模糊集。
证明 ∀x,y∈Rn,由于集合A,B 均为不变反凸模糊集,因此存在映射η:Rn×Rn→Rn,对于∀α∈[0,1],有

A(y+αη(x,y))≤A(x)∨A(y),B(y+αη(x,y))≤B(x)∨B(y)。
于是,有 (A∪B)(y+αη(x,y))=A(y+αη(x,y))∨B(y+αη(x,y))≤
(A(x)∨A(y))∨(B(x)∨B(y))=(A(x)∨B(x))∨(A(y)∨B(y))=(A∪B)(x)∨(A∪B)(y)

所以,A∪B 是不变反凸模糊集。 证毕

可以将定理2推广至任意多个集合。
定理3 设Ai∈F(Rn),i∈I(I为指标集)是不变反凸模糊集,则∪

i∈I
Ai 是不变反凸模糊集。

定理4 设A∈F(Rn),存在映射η:Rn×Rn→Rn,且η满足条件C,若存在α∈(0,1),使A(y+αη(x,y))≤
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A(x)∨A(y),∀x,y∈Rn,则B={α∈(0,1)|A(y+αη(x,y))≤A(x)∨A(y),∀x,y∈Rn}在(0,1)上是稠密的。
证明 (反证法)设B 在(0,1)上不是稠密的,则∃α0∈(0,1)及邻域 N(α0),使得 N(α0)∩B=∅。令α1=

inf{α∈B|α≥α0},α2=sup{α∈B|α≤α0},则有0≤α2<α1≤1。
由于 max{α,1-α}∈(0,1),取β1,β2∈B,使β1≥α1,β2≤α2,且 max{α,1-α}(β1-β2)<α1-α2。
设α′=αβ1+(1-α)β2=β2+α(β1-β2)。现证明α′∈B,即证A(y+α′η(x,y))≤A(x)∨A(y)。利用条件C,

可得 y+α′η(x,y)=y+β2η(x,y)+α(β1-β2)η(x,y)=

y+β2η(x,y)+α -(β1-β2)
1
β1η
(y,y+β1η(x,y

é

ë
êê

ù

û
úú))=y+β2η(x,y)+αη(y+β1η(x,y),y+β1η(x,y)+é

ë
êê  

β1-β2
β1 η(y,y+β1η(x,y

ù

û
úú))=y+β2η(x,y)+αηy+β1η(x,y),y+β1η(x,y)+β

1-β2
β1

(-β1)η(x,y
æ

è
ç

ö

ø
÷)=

y+β2η(x,y)+αη(y+β1η(x,y),y+β2η(x,y))
因此,有  A[y+α′η(x,y)]=A[y+β2η(x,y)+αη(y+β1η(x,y),y+β2η(x,y))]≤

A(y+β1η(x,y))∨A(y+β2η(x,y))≤(A(x)∨A(y))∨(A(x)∨A(y))=A(x)∨A(y)
所以,α′∈B。

若α′≥α0,则0≤β2≤α2<α1≤α′≤1,从而α′-β2≥α1-α2,又α′-β2=αβ1+(1-α)β2-β2=α(β1-β2)<α1-
α2。于是,产生矛盾;若α′<α0,则0≤α′≤α2<α1≤β1≤1,从而β1-α′≥α1-α2,又β1-α′=β1-(αβ1+(1-α)β2)=
(1-α)(β1-β2)<α1-α2,同样产生矛盾。

所以,B 在(0,1)上是稠密的。 证毕

定理5 设A∈F(Rn)是上半连续的,且η满足条件C,若∃α∈(0,1),有A(y+αη(x,y))≤A(x)∨A(y),
∀x,y∈Rn,则A 是不变反凸模糊集。

证明 (反证法)设A 不是不变反凸模糊集,则∃x,y∈Rn,α′∈(0,1),使A(y+α′η(x,y))>A(x)∨A(y),
由定理4可知,存在αn∈B,有αn→α′(n→¥)。

定义yn=y+α′η(x,y)-
αn

1-αn
η[x,y+α′η(x,y)]=y+α′η(x,y)-

αn

1-αn
(1-α′)η(x,y)=y+

α′-αn

1-αn
η(x,y),

则yn→y(n→¥)。现证明y+α′η(x,y)=yn+αnη(x,yn)。

yn+αnη(x,yn)=y+
α′-αn

1-αn
η(x,y)+αnηx,y+

α′-αn

1-αn
η(x,y

æ

è
ç

ö

ø
÷)=

y+
α′-αn

1-αn
η(x,y)+αn 1-α′-αn

1-α
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
η(x,y)=y+

α′-αn

1-αn
η(x,y)+αnη(x,y)-

α′-αn

1-αn
αnη(x,y)=

y+αnη(x,y)+(1-αn)
α′-αn

1-αn
η(x,y)=y+α′η(x,y)

由于A 是上半连续的,且yn→y(n→¥),故A(yn)≤A(y)+ε,∀ε>0,∀n>N,其中N>0。
于是有A(y+α′η(x,y))=A(yn+αnη(x,yn))≤A(x)∨A(yn)≤A(x)∨(A(y)+ε),由ε的任意性可知,

A(y+α′η(x,y))≤A(x)∨A(y),这与通过假设得到的不等式A(y+α′η(x,y))>A(x)∨A(y)相矛盾。
所以,A 是不变反凸模糊集。 证毕

可将定理5推广至不变强反凸模糊集和不变严格反凸模糊集的情况。
定理6 设A∈F(Rn)是上半连续的,且η满足条件C,若∃α∈(0,1),有A(y+αη(x,y))<A(x)∨A(y),

∀x,y∈Rn,x≠y,则A 是不变强反凸模糊集。
定理7 设A∈F(Rn)是上半连续的,且η满足条件C,若∃α∈(0,1),有A(y+αη(x,y))<A(x)∨A(y),

∀x,y∈Rn,A(x)≠A(y),则A 是不变严格反凸模糊集。
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Anti-convexFuzzySetBasedonInvexSet

LIU Wei-feng
(Dept.ofMathematicsandPhysics,ZhengzhouInstituteofAeronauticalIndustryManagement,Zhengzhou450015,China)

Abstract:Anti-convexfuzzysetbasedoninvexsetanditsrelatedpropertieswereresearched,andanti-convexfuzzysetandsomere-
sultsintherelatedreferencesweregeneralized.Byapplyingthoughtofinvexsettoanti-convexfuzzyset,anewgeneralizedanti-
convexfuzzysetcalledanti-convexfuzzysetbasedoninvexsetwasproposed.LetA∈F (Rn),andAiscalledAnti-convexfuzzyset
basedoninvexset,whereη:Rn×Rn→Rn,andA (y+αη (x,y))≤A (x)∨A (y),∀x,y∈Rn,∀α∈ [0,1].Then,the
relationbetweenanti-convexfuzzysetandanti-convexfuzzysetbasedoninvexsetwasdiscussed.Ifη (x,y)=x-y,thenanti-
convexfuzzysetbasedoninvexsetwasdegeneratedintoanti-convexfuzzyset,andobviously,anti-convexfuzzysetwasmadeparti-
cularcaseofanti-convexfuzzysetbasedoninvexset.Anti-convexfuzzysetbasedoninvexsetwasnotanti-convexfuzzysetby
buildinganexample,andanti-convexfuzzysetbasedoninvexsetwasatruegeneralizationofanti-convexfuzzyset.Thirdly,based
onthedefinitionofanti-convexfuzzysetbasedoninvexset,thepropertiesabouttheunionanddensenessofanti-convexfuzzyset
basedoninvexsetandtheconditionforfuzzysetstobeanti-convexfuzzysetbasedoninvexsetwerestudied.Lastly,similarlyto
ant-convexfuzzysetbasedoninvexset,theconditionsforfuzzysettobestronglyanti-convexfuzzysetbasedoninvexsetandstrict-
lyanti-convexfuzzysetbasedoninvexsetfuzzysetswererespectivelystudied.
Keywords:anti-convexfuzzyset;anti-convexfuzzysetbasedoninvexset;invexset;convexfuzzyset
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