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关于fm (f(k))n-φ(z)的零点
*
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摘要:利用亚纯函数的Nevanlinna值分布理论方法,讨论了fm (f(k))n-φ(z)关于值分布的一个结果,得到了更为一般的

结论。设f是复平面上的超越亚纯函数,φ(z)是f的一个不恒等于零的小函数,m,k,n都为正整数。当k≥1,n,m≥2
时,fm (f(k))n-φ(z)有无穷多个零点。推广并改进了已有文献中的有关定理。
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1引言及主要结果

1959年,Hayman[1]首先提出并考虑了f′fn 的值分布问题:设f是复平面上的超越亚纯函数,则f′fn 取每

个有限复数无穷多次。上述问题直到最近才被陈怀惠[2]等应用 W.Bergweiler和A.Eremenko[3]的结果而完全

解决。1989年,仪洪勋[4]部分地解决了n=1的情形,并对f′f-a的零点个数给出了一定量估计,其中a是异

于零的有穷复数。在此期间及其后,Hayman问题被进行了较广泛的推广,其中之一是用(f(k))n 代替f′,讨论

f(f(k))n 的值分布问题。比较好的结果如下。
定理A[5] 设f是一超越整函数,n,k是2个正整数,则当n≥2时,f(f(k))n 取任意非零有限复数无穷多次。
张中发[6]等进一步证明了当用小函数代替有限值时结论仍成立。本文在此基础上,研究了更为一般形式的

fm (f(k))n-φ(z)的值分布问题[7],推广并改进了上述定理,得到定理1。
定理1 设f是一超越亚纯函数,m,k,n是3个正整数,当k≥1,n,m≥2时,fm (f(k))n-φ有无穷多个零

点。这里φ≢0是f的一个小函数。
不失一般性,当φ(z)等于非零常数时,有如下推论。
推论 设f是一超越亚纯函数,m,k,n是3个正整数,当k≥1,n,m≥2时,fm (f(k))n 取任意非零有限复数

无穷多次。
本文采用亚纯函数Nevanlinna值分布理论的标准记号[8]。

2若干引理

引理1[9] 设f亚纯且f(k)≢0,则Nr,1
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现在来证明一个主要引理,它对本文定理的证明起着主要的作用。
引理3 令ψ=fm (f(k))n-φ,这里 m,k,n如定理1中所述。在定理1的条件下,则有
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证明 令ψ1=ψ
φ

并求导,有
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从(1)式可以看出,除了φ的极点和零点外,f(k)的零点都是ψ′1 的零点,因此
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从(1)式知 mf′+(nα-β)f=F (3)

这里α=f
(k+1)

f(k) ,β=φ
′
φ
,F= φψ′1

fm-1(f(k))n。

将F 的零点分为2类:F 的第一类零点不是φ(z)的零点或极点,这类零点的密指量记为N* r,1æ
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设z0是F 的一个第一类零点,则z0必不是f的极点,从而不是f(k)的极点。于是有
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按F 的定义有φψ′1=fm-1(f(k))n-1(f(k)F),从(3)式可以看出,f(k)的任一零点至多是F 的一个简单极点,从
而不是f(k)F 的极点。另一方面,除了可能的φ的零点和极点外,f(k)F 的任一零点都不是f 的极点,从而不是

fm-1(f(k))n-1的极点。于是由上述式子有
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因此
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对(3)式两边求导,可得 mf″+(nα′-β′)f+(nα-β)f′=F′。再结合(3)式给出 mf″+C2(α)f=D2(F),其

中C2(α)=(nα′-β′)-
1
m
(nα-β)2,D2(F)=F′-1m

(nα-β)F。

继续上述步骤,有
mf(k)+C(α)f=D(F) (6)

其中D(F)=F(k-1)+C1(α)F(k-2)+…+Ck-1(α)F,Ci(α)(i=1,2,…,k-1)是各极点的级不超过i的α的拟微分

多项式。对(6)式两边求导,并应用(3)式,有
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联立(6)、(7)式,整理得
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将f的零点分为3类:第1类零点不是f(k)的零点和φ零点与极点,第2类零点同时也是f(k)的零点;f的其

它零点归于第3类。相应的精简密指量记为Nir,1æ
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从(1)式可以看出,f的第2类零点至少是ψ′1 的n级零点,因此N2r,1æ
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从D(F)的表达式知D′(F)-1mC(α)F-αD(F)=F(k)+B1(α)F(k-1)+…+Bk(α)F,这里Bi(α)(i=1,2,…,

k)是α的拟微分多项式,其每一极点的级不超过i。

记F*=F(k)

F +B1(α)F
(k-1)

F +…+Bk(α),则F*的极点来自于F,f(k),φ的零点,或f和φ 的极点。且F*的

每一极点的级不超过k,所以
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考虑到 m(r,F*)=S(r,f),故有
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上式结合(5)式,有  
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另一方面,(1)式还蕴涵着
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由G 表达式易知,m(r,G)=S(r,f)。由(11)式和引理2,得
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从(11)式还可推得
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下面估计N(r,H)。观察到 H 的极点来自于ψ1,f和f(k)的零点,或者φ的零点和极点。且f的极点不再

是H 的极点,而是 H 的零点。故有
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另一方面,由(13)式还可推得
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n·m(r,f(k))≤ m
m+1+1-
æ

è
ç

ö

ø
÷m N(r,f)+ m

m+1
æ

è
ç

ö

ø
÷+1Nr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

ψ
- m
m+1Nr,1

ψ′
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+

Nr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

f +Nr,1
f(k

æ

è
ç

ö

ø
÷) -nN(r,f(k))+S(r,f)

上式合并(10)式,并应用(2)式和引理1,有
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于是引理3得证。 证毕

3定理1的证明

假设ψ=fm (f(k))n-φ只有有限多个零点,则Nr,1æ
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因为n≥2,由此可得T(r,f(k))=O(logr)+S(r,f),则可推得f(k)是有理函数,从而可知f也是有理函数。这与

题设f是超越亚纯函数矛盾。故定理1得证。
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