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二阶半线性中立型阻尼微分方程解的振动性
*
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摘要:本文研究一类具连续分布滞量的二阶半线性中立型阻尼微分方程的振动性,利用Yang不等式、广义Riccati变换和

H 函数,给出 了 此 类 方 程 所 有 解 振 动 新 的 充 分 条 件 为∫
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所得结果推广和改进了已有文献的结果。
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近年来,具连续偏差变元的半线性微分方程解的振动性问题引起了学者们广泛关注。文献[1-6]分别讨论了

半线性微分方程和半线性阻尼微分方程解的振动性问题,并取得了一些很好的结果。但同时具有连续时滞和阻

尼项的二阶半线性中立型微分方程解的振动性目前尚未见报道。本文的目的是利用Yang不等式、广义的Ric-
cati变换和H函数方法,给出方程所有解振动的若干判别准则。所得结果有助于刻画半线性微分方程的动力学

行为,为解决力学、物理学、人口动力学、生物学和工程学等学科领域中的许多实际问题(如精密实验室的隔振、
防震设计、人口问题中的突发事件导致人口突变、生物种群的生长和桥梁的防震设计等)提供数学理论依据和科

学基础。
考虑具有连续分布滞量的二阶半线性中立型阻尼微分方程

r(t)z′(t)α-1z′(t( ))′+p(t)z′(t)α-1z′(t)+∫
b

a

q(t,ξ)x(g(t,ξ))α-1x(g(t,ξ))dσ(ξ)=0,t≥t0 ≥0 (1)

其中 z(t)=x(t)+c(t)x(h(t)),c(t),p(t)∈C([t0,¥),R+)

R+=[0,¥),0≤c(t)≤1,h(t)∈C1 R;( )R
h(t)≤t,lim

t→¥
h(t)=+¥,r(t)∈C([t0,¥];R+)

且最终不恒为零,r′(t)≥0,α>1是个常数;q(t,ξ)∈C [t0,¥)×[a,b],R( )+ ,且q(t,ξ)最终不恒为0;g(t,ξ)∈C

([t0,¥)×[a,b],R),g(t,ξ)≤t,g(t,ξ)关于t,ξ分别是非减的,∂g(t,a)
∂t

是g(t,a)关于t的偏导数,记∂g(t,a)
∂t

为

g′(t,a),g′(t,a)最终不恒为零,且有lim
t→¥
min

ξ∈[a,b]
g(t,ξ{ })=¥;σ(ξ)∈C([a,b],R),且关于ξ非减,且(1)式中的积分

是Stieltjes积分。
本文总假定方程(1)的非零解是整体存在的。
引理1[7] 若X 和Y 非负,当q>1时,有Xq+q( )-1Yq-qXYq-1≥0,当且仅当X=Y 时等号成立。
规定:D0={(t,s):t>s≥t0},D={(t,s):t≥s≥t0}。
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定理1 假设对任意T≥t0,存在a0,b0 且T<a0<b0,令Da0,b( )0 ={u(t)∈C1[a0,b0]:u(t)≠0,t∈(a0,b0),

u(a0)=u(b0)=0},如果存在函数 H(t)∈D(a0,b0)和一个正的非减函数ρ(t)∈C1([t0,¥),R+)满足以下条件:
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此式与(3)式矛盾,定理得证。
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其中μ1(t)=∫
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q(t,ξ)(1-c(g(t,ξ)))αdσ(ξ),则方程(1)是振动的。
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证明 根 据 定 理1的 证 明,同 样 可 以 得 到(6′)式 r(t)z′(t)α-1z′(t( ))′+p(t)z′(t)α-1z′(t)+
(z(g(t,a)))αμ1(t)≤0。令

w(t)=ρ(t)
r(t)z′(t)α-1z′(t)
(z(g(t,a)))α

(12)

则w(t)>0。 w′(t)=ρ′
(t)r(t)z′(t)α-1z′(t)
(z(g(t,a)))α

+ρ(t)
r(t)z′(t)α-1z′(t( ))′(z(g(t,a)))α

(z(g(t,a)))2α
-

α(z(g(t,a)))α-1z′(g(t,a))g′(t,a)r(t)z′(t)α-1z′(t)
(z(g(t,a)))2α

≤ρ′
(t)

ρ(t)
w(t)+

ρ(t)
- p(t)z′(t)α-1z′(t)+μ1(t)(z(g(t,a)))[ ]α

(z(g(t,a)))α
-

ρ(t)
α(z(g(t,a)))α-1z′(g(t,a))g′(t,a)r(t)z′(t)α-1z′(t)

(z(g(t,a)))2α
=

ρ′(t)
ρ(t)

-p
(t)

r(t
é

ë
êê

ù

û
úú)w(t)-ρ(t)μ1(t)-

αρ(t)r(t)z′(t)α-1z′(t)z′(g(t,a))g′(t,a)
(z(g(t,a)))α+1

≤

ρ′(t)
ρ(t)

-p
(t)

r(t
é

ë
êê

ù

û
úú)w(t)-ρ(t)μ1(t)-α

w1+1α(t)g′(t,a)
(ρ(t)r(t))

1
α

即 w′(t)≤ ρ′(t)
ρ(t)

-p
(t)

r(t
é

ë
êê

ù

û
úú)w(t)-ρ(t)μ1(t)-α

w1+1α(t)g′(t,a)
(ρ(t)r(t))

1
α

(13)

对(13)式两边同时用乘以 H(t,s)k(s),在 T,[ ]t 上积分,并结合条件(iii)有

∫
t

T

H(t,s)k(s)ρ(s)μ1(s)ds≤H(t,T)k(T)w(T)-∫
t

T

-∂∂s H(t,s)k(s( )æ

è
ç

ö

ø
÷) w(s)ds-

∫
t

T

Ht,( )sk(s)p
(s)

r(s)-
ρ′(s)
ρ(s

æ

è
ç

ö

ø
÷

) w(s)ds-∫
t

T

αH(t,s)k(s)w
1+1α(t)g′(s,a)
(ρ(s)r(s))

1
α
ds=

H(t,T)k(T)w(T)-∫
t

T

h(t,s)w(s)ds-∫
t

T

αH(t,s)k(s)w
1+1α(t)g′(s,a)
(ρ(s)r(s))

1
α
ds (14)

令q=1+1α
,X=(αH(t,s)k(s)g′(s,a))

α
α+1 w(s)
(ρ(s)r(s))

1
α+1
,Y= α

α
é

ë
êê

ù

û
úú+1
α ρ(s)r(s)

αH(t,s)k(s)g′(t,a( ))
é

ë
êê

ù

û
úúα

α
α+1

h(t,s)α

则由引理1可以得到

h(t,s)w(s)-αH(t,s)k(s)w
1+1α(t)g′(s,a)
(ρ(s)r(s))

1
α
≤ ρ(s)r(s)
(α+1)α+1(H(t,s)k(s)g′(s,a))α

h(t,s)α+1 (15)

又由(13)、(14)式可以得到

∫
t

T

H(t,s)k(s)ρ(s)μ1(s)- ρ(s)r(s)
(α+1)α+1(H(t,s)k(s)g′(s,a))α

h(t,s)α+é

ë
êê

ù

û
úú

1 ds≤

H(t,T)k(T)w(T),t≥T≥T0≥t0 (16)
进而对每个t≥T≥T0≥t0,有

∫
t

t0

[H(t,s)k(s)ρ(s)μ1(s)- ρ(s)r(s)
(α+1)α+1(H(t,s)k(s)g′(s,a))α

h(t,s)α+1]ds=

-∫
T0

t0

+∫
t

T
{ }

0

H(t,s)k(s)ρ(s)μ1(s)- ρ(s)r(s)
(α+1)α+1(H(t,s)k(s)g′(s,a))α

h(t,s)α+1dé

ë
êê

ù

û
úús ≤

H(t,t0)∫
T0

t0

k(s)ρ(s)μ1(s)ds+k(T0)w(T0[ ])

两边同时除以 H(t,t0),并令t→¥有

limsup
t→¥

1
H(t,t0)∫

t

t0

H(t,s)k(s)ρ(s)μ1(s)- ρ(s)r(s)h(t,s)α+1

(α+1)α+1(H(t,s)k(s)g′(s,a))
é

ë
êê

ù

û
úúα ds≤

78第5期              曾云辉,等:二阶半线性中立型阻尼微分方程解的振动性



∫
T0

t0

k(s)ρ(s)μ1(s)ds+k(T0)w(T0)< ¥

这与(11)式矛盾,故假设不成立,亦即方程(1)的解是振动的。 证毕
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OscillationofSecondOrderHalf-linearNeutralDampedDifferentialEquation

ZENGYun-hui,YANGQi-min
(DepartmentofMathematicsandComputionalScience,HengyangNormalUniversity,HengyangHunan421008,China)

Abstract:Inthispaper,Oscillationofaclassofhalf-linearneutraldampeddifferentialequationwithdistributeddeviatingarguments

isstudied.BymeansofYanginequality,thegeneralizedRiccatitransformationandfunctionH,Weobtainseveralnewsufficient

conditionsforoscillationofallsolutionsoftheequation∫
+¥

T

C
r(ξ)

exp-∫
ξ

T

p(s)
r(s)d( )[ ]s

1
α
dξ= + ¥,andsuchthatQ1 (H)>0,

H′ (t)+H (t)ρ ( )′t
(α+1)ρ(t)

-H (t)p (t)
(α+1)r(t( ))>0andlimt→¥

sup 1
Ht,t( )0∫

t

t0

H(t,s)k(s)ρ(s)μ1(s)- ρ(s)r(s)h(t,s)α+1

α+( )1 α+1(H(t,s)k(s)g′(s,a))[ ]α ds=¥.

Whichgeneralizeandimprovesomeknownresults.

Keywords:distributeddeviatingarguments;neutral;half-lineardifferentialequation;oscillation
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