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基于比率的3种群扩散捕食-食饵系统的非常数正解
*

周红玲,沈 林

(黄淮学院 数学科学系,河南 驻马店463000)

摘要:讨论了基于比率的3种群扩散捕食-食饵系统非常数正解的存在性。首先分析了正常数解的渐近稳定性并利用

Harnack不等式和极大值原理给出了正解的估计;其次,利用能量方法讨论了非常数正解的不存在性,得到了非常数正解

不存在的充分条件;最后,以种群v的扩散率d2 作为分歧参数,利用度理论,得到了非常数正解存在的充分条件为:假设
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成立,且存在某个n≥1使得μ
~∈(μn,μn+1),σn =∑
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dimE(μi)是奇数,

则存在一个正常数ρ,当d2≥ρ时,捕食-食饵系统至少存在一个非常数正解。
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近年来,人们对3种群捕食系统进行了大量研究,文献[1-2]研究了具有时滞和基于比率的3种群捕食系统,
证明了系统在一定条件下是持续生存的。文献[3]研究了具有交叉-扩散的3种群捕食系统非常数正解的存在性

及全局分歧,文献[4-6]讨论了具有扩散的3种群捕食系统非常数正解的存在性。
本文在文献[2]的基础上进一步研究在齐次Neumann边界条件下基于比率依赖的3种群扩散捕食系统
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其中Ω∈Rn 是有界光滑区域,n是∂Ω 上的单位外法向量,d1,d2,d3,r,k,d,a,m,c均为正常数。u为食饵种群,

v,w 为捕食种群,3种群的扩散率分别为d1,d2,d3。更详细的生物意义见文献[2]。
本文主要研究系统(1)非常数正解的存在性与不存在性。第1节证明了正常数解的稳定性,第2节给出了

正解的先验估计,第3节证明了非常数正解不存在性,第4节给出了非常数正解的存在的条件。

1正常数解的稳定性

本节讨论系统(1)正常数解的局部稳定性,给出了一些充分条件。记U=(u,v,w),G(U)=(G1(U),G2(U),

G3(U))。易见,系统(1)有唯一正常数解U
~
=(u~,v~,w~),其中
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令0=μ0<μ1<μ2<…<μi<…是齐次Neumann边界条件下算子-Δ在Ω 上的特征值,E(μi)是关于μi 在

C1(Ω)中的特征子空间。{φij:j=1,2,…,dimE(μi)}是E(μi)的一组正交基,X={U∈C1(Ω)×C1(Ω)×C1(Ω)|

∂U
∂n=0

,x∈∂Ω},Xij={cφij|c∈R3},则Xi= 췍
dimE(μi)

j=1
Xij,X=췍

¥

i=1
Xi。
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GU(U
~),则系统(1)在U

~
处的线性化方程为LU=0。对任意的i≥1,Xi 是算子L 的不变子空间,λ是算子L 在Xi

上的特征值当且仅当λ是-μiD+GU(U
~)的特征值。而-μiD+GU(U

~)的特征多项式
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成立时a11<0,计算可得

A1i>0,A2i>0,A3i>0,A1iA2i-A3i>0,∀i≥1
所以∀i≥1,ψi(λ)的根λi,1,λi,2,λi,3的实部都小于零。

下面证明存在正常数δ使得

Re{λi,1},Re{λi,2},Re{λi,3}≤-δ,∀i≥1
记λ=μiζ,则
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3
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则∀i≥1,ψ(ζ)的根ζ1,ζ2,ζ3 的实部都小于零,即存在正常数δ使得

Re{ζ1},Re{ζ2},Re{ζ3}≤-δ,∀i≥1
由连续性可知:存在i0 使得当i≥i0 时,ψi(ζ)的根ζi,1,ζi,2,ζi,3满足

Re{ζi,1},Re{ζi,2},Re{ζi,3}≤-δ,(∀i≥i0)
即Re{λi,1},Re{λi,2},Re{ζi,3}≤-μiδ≤-δ,∀i≥i0。

记-δ~=max
1≤i≤i0

{λi,1,λi,2,λi,3},取δ=min{δ~,δ}。即得Re{λi,1},Re{λi,2},Re{λi,3}≤-δ,∀i≥1,进而U
~

是渐

近稳定的。 证毕

由定理1可知:系统(1)在条件(2)和(3)约束下,在U
~

的附近不存在非常数正平衡解。

2正解的估计

为了书写简单,以下用Λ表示r,k,d,a,m,c的集合。下面给出系统(1)正解的先验估计。为此,先引入两个

引理。
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引理1[7](Harnack不等式) 若ω∈C2(Ω)∩C1(Ω)是Δω+c(x)ω=0,x∈Ω;∂ω∂n=0
,x∈∂Ω 的一个正解,则
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定理3 令Λ中的元素为固定的实数,d1,d2,d3是固定的常数,假定di∈[di,¥),i=1,2,3且Λ满足(2)式,
则存在一个正常数C

-
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-
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下面用反证法来证明(5)式成立。
假设(5)式不成立,由(6)式知,存在一个序列{d1i,d2i,d3i}¥

i=1,其中di∈[di,¥),i=1,2,3。使得系统 (1)对
应的正解(ui,vi,wi)满足
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把(ui,vi,wi)代入系统(1)的各个方程中,然后在Ω 上积分可得
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由Lp 估计和嵌入定理[9]知,存在{ui,vi,wi}¥
i=1的一个子序列,为了方便仍记为{ui,vi,wi}¥

i=1则当i→¥时,

存在3个非负的函数u*,v*,w*和d1,d2,d3使得

(ui,vi,wi)→(u*,v*,w*)∈C2(Ω)×C2(Ω)×C2(Ω),di→di∈[di,¥),i=1,2,3
进而(8)式可转化为
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同时结合(7)式可得u*≡0或v*≡0或w*≡0。
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(iii)w*≡0,u*,v*≢0。同理可得∫Ω
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至此定理得证。 证毕

3非常数正解的不存在性

定理4 设μ1 是齐次Neumann边界条件下-Δ 算子在Ω 上的最小正特征值,d*
2 ,d*

3 满足d*
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3 ,则系统(1)无非常数正解。

证明 设(u,v,w)是系统(1)的正解,对任意的φ∈L1(Ω),令φ
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其中C1=C1(Λ,ε1),C2=C2(Λ,ε2),ε1,ε2 为Young不等式中非常小的正数。
利用Poincare不等式
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上面的不等式可转化为
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选择非常小的ε1,ε2,使得d*
2μ1>a-d,d*

3μ1>c-m,所以d1>D1췍(r+C1+C2)μ1-1,u≡u=常数;v≡v=
常数;w≡w=常数。 证毕

4非常数正解的存在性

本节将利用度理论以d2 为参数来讨论系统(1)非常数正解的存在性。设Λ 中的元素为固定的正数,d1,d3

为固定正数,Λ满足(2)式及r+ dæ
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。

由定理2和定理3知,一定存在一个正常数b使得b-1<u,v<b,x∈Ω,因此,系统(1)可以写成

-DΔU=G(U),x∈Ω
∂U
∂n=0

,x∈∂{ Ω
(10)
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定义 X+={U∈X|u>0,v>0,w>0,x∈Ω},B(b)={U∈X|b-1<u,v,w<b,x∈Ω}。若U 是(10)式的

一个正解当且仅当

F(U)=U-(I-Δ)-1{D-1G(U)+U}=0,U∈X+

其中(I-Δ)-1是齐次Neumann条件下(I-Δ)的逆算子。若F(U)≠0,U∈∂B,则可以定义deg(F(·),0,B)。

记DUF(U
~)=I-(I-Δ)-1{D-1GU(U

~)+I},若DUF(U
~)可逆,则index(F(·),U

~)=(-1)r,其中r是

DUF(U
~)实部小于零的特征值的代数重数之和。

下面讨论DUF(U
~)的特征值,对于任意的整数i≥1,1≤j≤dimE(μi),若λ是算子DUF(U

~)在Xij上的特征

值,当且仅当λ是矩阵

I- 1
1+μi

[D-1GU(U
~)+I]= 1

1+μi
[μiI-D-1GU(U

~)]

的特征值,从而可知算子DUF(U
~)是可逆的当且仅当对任意的i≥1,矩阵I- 1

1+μi
[D-1GU(U

~)+I]是非奇异的。

记 H(μ)=H(U
~,μ)=det{μI-D-1GU(U

~)}=(d1d2d3)-1det{μD-GU(U
~)} (11)

若 H(μi)≠0,则对任意的1≤j≤dimE(μi)有DUF(U
~)在Xij上负的特征值的代数重数之和是奇数当且仅

当H(μi)<0。

引理3 假设对任意的i≥1,矩阵μiI-D-1GU(U
~)是非奇异的,则index(F(·),U

~)=(-1)σ,其中

σ= ∑
i≥1,H(μi)<0

dimE(μi) (12)

要计算(F(·),U
~)的指数,只需考虑 H(μi)的符号。经计算可知

A(d2;μ)췍det{μD-GU(U
~)}=A3(d2)μ3+A2(d2)μ2+A1(d2)μ-det{GU(U

~)}
其中:A3(d2)=d1d2d3,A2(d2)=-(a11d2d3+a22d1d3+a33d1d2),A1(d2)=a22a33d1+(a11a33-a13a31)d2+
(a11a22-a12a21)d3。记μ

~
1(d2),μ

~
2(d2),μ

~
3(d2)是A(d2;μ)=0的3个根,则有

μ
~
1(d2)μ

~
2(d2)μ

~
3(d2)=det{GU(U

~)}A3
-1(d2)<0

所以μ
~
1(d2),μ

~
2(d2),μ

~
3(d2)这3根之积是负数。

又因为

lim
d2→¥

d2-1A(d2;μ)=μ[d1d3μ2-(a11d3+a33d1)μ+a11a33-a13a31] (13)

则可得下面的引理。
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成立,则存在一个正常数ρ,使得当d2≥ρ时,A(d2;μ)=0的3个

根μ
~
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~
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~
3(d2)都为实数且满足

lim
d2→¥

μ
~
1(d2)=a11d3+a33d1-
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2d1d3 췍μ

~
<0,lim

d2→¥
μ
~
2(d2)=0

lim
d2→¥

μ
~
3(d2)=a11d3+a33d1+

(a11d3-a33d1)2+4d1d3a13a31
2d1d3 췍μ

~>0

进而可得:
-¥<μ

~
1(d2)<0<μ

~
2(d2)<μ

~
3(d2)

A(d2,μ)>0,μi∈(μ
~
1(d2),μ

~
2(d2))∪(μ

~
3(d2),+¥)

A(d2,μ)<0,μ
~
i∈(-¥,μ

~
1(d2))∪(μ

~
2(d2),μ

~
3(d2

ì

î

í

ï
ï

ïï ))

(14)

下面可证当d2 充分大时,系统(1)存在非常数正解。

定理5 假设Λ中的元素为固定的实数,d1,d3 为固定正数,Λ 满足(2)式和r+ dæ
è
ç

ö

ø
÷

a
2

+m
c<2

,若存在某个

n≥1使得μ
~∈(μn,μn+1),σn=∑

n

i=1
dimE(μi)是奇数,则存在一个正常数ρ,当d2≥ρ时,系统(1)至少存在一个非

常数正解。
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证明 由引理4知,存在一个正常数ρ,使得d2≥ρ时(14)式成立,且

0=μ0<μ
~
2(d2)<μ1,μ

~
3(d2)∈(μn,μn+1) (15)

下面将用反证法证明对任意的d2≥ρ,系统(1)至少有一个非常数正解,采用的是拓扑度的同伦不变性得到

矛盾,从而证明此结果。

假设存在某个d2=d
~

2≥ρ使得定理结论不成立,固定d̂1≥D1,d̂2≥d*
2 ,d̂3≥d*

3 ,当t∈[0,1],定义D(t)=

diag(d1(t),d2(t),d3(t)),其中di(t)=tdi+(1-t)d̂i,i=1,2。对于问题

-D(t)ΔU=G(U),x∈Ω
∂U
∂n=0

,x∈∂{ Ω
(16)

U 是系统(1)的非常数正解当且仅当t=1时,U 是(16)式的一个非常数正解。显然对任意的0≤t≤1,U
~

是

(16)式唯一正常数解,若对任意的0≤t≤1,U 是(16)式的一个正解当且仅当

F(t;U)=U-(I-Δ)-1{D-1(t)G(U)+U}=0

显然F(1;U)=F(U)。定理4表明,当U∈X+时,F(0;U)=0有唯一正解U
~。经计算可得

DUF(t;U
~)=I-(I-Δ)-1{D-1(t)GU(U

~)+I}

特别的DUF(0;U
~)=I-(I-Δ)-1{D̂-1GU(U

~)+I},DUF(1;U
~)=I-(I-Δ)-1{D-1GU(U

~)+I}=DUF(U
~),

其中 D̂=diag(d̂1,d̂2,d̂3)。又由(11)和(12)式可得

H(μ)=
1

d1d2d3A
(d2;μ) (17)

结合(14),(15),(17)式易得

H(μ0)=H(0)>0
H(μi)<0,1≤i≤n
H(μi)>0,i≥n

ì

î

í

ïï

ïï +1

所以,对任意的i≥1,有0不是矩阵μiI-D-1GU(U
~)的特征值,且

∑
i≥1,H(μi)<0

dimE(μi)=∑
n

i=1
dimE(μi)=σn

其中σn 是奇数。又由引理3可得

index(F(1;·),U
~)=(-1)r=(-1)σn=-1 (18)

下面证明

index(F(0;·),U
~)=(-1)0=1 (19)

固定r0 使r<r0,且r0+ dæ
è
ç

ö

ø
÷

a
2

+ mæ
è
ç

ö

ø
÷

c
2

>2。定义r(t)=tr+(1-t)r0,t∈[0,1],r(0)=r0,同时对系统(1)把

(d1,d2,d3,r)分别用(d̂1,d̂2,d̂3,r(t))替换掉,则可得到一个新的方程组,把它记为系统(1t)对应的G(U)用

G(t;U)替换;则当t∈[0,1]时,有r(t)+d
a+

m
c>2

,类似定理4的证明,可得U
~

是系统(1t)(t∈[0,1])的唯一正

解,记

F̂(t;U)=U-(I-Δ)-1{D̂-1G(t;U)+U}=0,U∈X+

则F̂(1;·)=F(0;·),U
~

是F̂(t;U)=0,t∈[0,1]的唯一正解,由度的同伦不变性可得

index(F̂(1;·),U
~)=index(F̂(0;·),U

~) (20)
由于r(0)=r0,则对任意的i≥1有

det(μiD̂-GU(0;U
~))>0

由引理3可得index(F̂(0;·),U
~)=(-1)0=1,又由F̂(1;·)=F(0;·),和(20)式可得(19)式成立。

由定理2和定理3知,存在一个正常数b使得,对任意的0≤t≤1,(16)式的正解满足b-1<u,v,w<b,因此

对任意的b-1<u,v,w<b有F(t;U)≠0,U∈∂B(b),则由度的同伦不变性可得
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deg(F(1;·),0,B(b))=deg(F(0;·),0,B(b)) (21)

另一方面,由假设知若U∈B(b)则F(1;U)=0,F(0;U)=0只有唯一的一个正解U
~,从而由(18)和(19)式可

得

deg(F(0;·),0,B(b))=index(F(0;·),0,B(b))=1,deg(F(1;·),0,B(b))=index(F(1;·),0,B(b))=-1
与(21)式矛盾,则定理结论成立。 证毕

注1 当r=1,d=2,a=3,m=1,c=2时,可同时满足条件(2)及r+ dæ
è
ç

ö

ø
÷

a
2

+m
c<2

。

当以d3 为分歧参数时,可得如下定理:

定理6 假设Λ中的元素为固定的正数,d1,d2 为固定正数,Λ 满足条件(2)和r+d
a+

mæ
è
ç

ö

ø
÷

c
2

<2,若存在某

个n≥1使得μ
~∈(μn,μn+1),σn=∑

n

i=1
dimE(μi)是奇数,则存在一个正常数M,当d3≥M 时,系统(1)至少存在一

个非常数正解。
注2 利用定理5的证明方法可得定理6。
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Non-constantPositiveSolutionsforThree-speciesRatio-dependent
Predator-PreySystemwithDiffusion

ZHOUHong-ling,SHENLin
(DepartmentofMathematics,HuanghuaiUniversity,ZhumadianHe’nan463000,China)

Abstract:Theexistenceofnon-constantpositivesteadystateofthree-speciesratio-dependentpredator-preysystemwithdiffu-
sionisdiscussed.First,theasymptoticallystabilityofconstantpositivesolutionisanalyzedandthepriorestimateofpositivesolu-
tionbyusingHarnackinequalityandMaximumprinciplearegiven.Furthermore,thenon-existenceofnon-constantpositivesolution
byusingenergymethodsisanalyzedandasufficientconditionfornon-constantpositivesolutionisobtained.Intheend,thediffusion
coefficientd2ofthespeciesvistreatedasbifurcationparameterandasufficientconditionfortheexistenceofnon-constantpositive

solutionisgivenbythedegreetheory:Assumethat a>d,c>m,r+d
a +

m
c >( )2 andr+ d( )a

2

+m
c <2hold

,μ
~∈ (μn,μn+1)

forsomen≥1,andthesumσn =∑
n

i=1
dimE(μi)isodd.Thenthereexistsapositiveconstantρsuchthat,ifd2≥ρ,thepredaor-prey

systemhasatleastonenon-constantpositivesolution.
Keywords:predator-prey;diffusion;ratio-dependent
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