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不同损失函数下艾拉姆咖分布参数的Bayes估计
*

———全样本情形

龙 兵

(荆楚理工学院 数理学院,湖北 荆门448000)

摘要:艾拉姆咖分布在装备的维修理论中具有重要的作用。文中首先给出了这类分布在全样本场合下参数的极大似然估

计;由于参数的Bayes估计的优良性与所选取的损失函数有关,因此分别在熵损失、Linex损失、二次损失、平方损失和平

衡损失函数下,给出了参数的Bayes估计如2n/2∑
n

i=1
ti+( )λ 等,并证明了所给估计都是容许的;通过随机模拟比较了几

类估计的均方误差以及与真值的偏差,从这两方面来看,在熵损失和平衡损失函数下θ的Bayes估计是较优的;最后通过

一个实例,计算了几类估计的值并进行了分析,显示几类估计值相差不大。
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俄罗斯在研究武器装备的维修时间时引入了艾拉姆咖分布,此分布在装备的维修理论中具有重要的作用.
国内对这类分布统计性质进行研究的文献很少。文献[1]对艾拉姆咖分布的特点进行了分析,其次在全样本场

合下运用极大似然法对分布的参数进行了估计,并通过实例验证了这种分布的可行性和实用性。文献[2]研究

了艾拉姆咖分布的小样本区间估计和检验问题,并运用实例指出在对装备维修工时的估计时,用艾拉姆咖分布

进行估计的精度比用指数分布高。文献[3]在定数截尾样本下研究了参数的极大似然估计,并在全样本场合下

给出了参数的精确区间估计和近似区间估计,最后用实例说明精确区间估计优于近似区间估计。然而,关于艾

拉姆咖分布参数的Bayes估计的讨论尚未见到,本文将在不同损失函数下,给出了参数的Bayes估计,最后通过

实例进行了分析。
艾拉姆咖分布的分布函数和密度函数分别为

F(t,θ)=1-(1+2θt)e-2θt (1) f(t,θ)=4θ2te-2θt (2)

其中t>0,参数θ>0,由于θ= 1
E(T)

,则θ为装备的维修效率,因此对参数的估计是很有意义的。

1参数θ的极大似然估计

设t1,t2,…,tn 为来自艾拉姆咖分布容量为n 的随机样本,令t=(t1,t2,…,tn),则样本t的似然函数为

L(tθ)=∏
n

i=1
f(ti,θ)=4nθ2n∏

n

i=1
tie-2θ∑

n

i=1
ti (3)

令∂lnL(tθ)
∂θ =2nθ -2∑

n

i=1
ti=0,得到参数θ的极大似然估计为     θ̂MLE= n

∑
n

i=1
ti

(4)

2参数θ的Bayes估计

2.1熵损失函数下θ的Bayes估计

定义1[4] 随机变量X 服从密度函数为f(x,θ)的分布,其中θ为参数,如果δ是θ的判别空间的一个估计,
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则熵损失函数定义为似然比对数的数学期望,即L(θ,δ)=Eθlnf
(θ,X)

f(δ,X{ })。根据上述定义,艾拉姆咖分布的熵损

失函数为L(θ,δ)=Eθln
4nθ2n∏

n

i=1
tie-2θ∑

n

i=1
ti
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,经过化简,得      

L(θ,δ)=2nlnθ-2nlnδ+2n δ
θ
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关于等式两边对参数θ同时求后验期望,得   E(L(θ,δ))=2nE(lnθt)-2nlnδ+2nδE 1
θ
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当(6)式达到最小时,可得θ在熵损失函数下唯一的Bayes估计为    θ̂BE= E 1
θ
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本文选取θ的先验分布为指数分布,其密度函数为        π(θ)=λe-λθ,θ>0 (8)
这里λ>0为超参数。由Bayes公式,可得θ的后验密度函数为

π(θt)=
4nθ2nλ∏

n

i=1
tie- 2∑

n

i=1
ti+( )λ θ

4nλ∏
n

i=1
ti∫

¥

0
θ2ne- 2∑

n

i=1
ti+( )λ θdθ

=
2∑

n

i=1
ti+( )λ

2n+1
θ2n·e- 2∑

n

i=1
ti+( )λ θ

(2n)!
,θ>0 (9)

定理1 对给定的先验分布(8),在熵损失函数(5)下,艾拉姆咖参数θ的Bayes估计为θ̂BE= 2n

2∑
n

i=1
ti+λ

,并

且该估计是唯一的。

证明     E 1
θ
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ti+( )λ θdθ=
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ti+λ

2n

再由(7)式,得熵损失函数下θ的Bayes估计为 θ̂BE= E 1
θ
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= 2n

2∑
n

i=1
ti+λ

。 证毕

2.2Linex损失函数下θ的Bayes估计

Linex损失函数的表达式为L(θ̂-θ)=b(ec(θ̂-θ)-c(θ̂-θ)-1),c≠0,b>0。关于等式两边对参数θ同时求后

验期望,得 E(L(θ̂-θ))=b(ecθ̂E(e-cθ t)+cE(θt)-cθ̂-1) (10)

当(10)式达到最小时,可得θ在Linex损失函数下的Bayes估计θ̂BL:   θ̂BL=-c-1lnE(e-cθ t) (11)
再由文献[5]知这样的估计是唯一的。

定理2 对于给定的先验分布(8),在Linex损失函数下,艾拉姆咖分布参数θ的Bayes估计为θ̂BL=-(2n+

1)c-1ln
2∑

n

i=1
ti+λ

2∑
n

i=1
ti+λ+c

,并且该估计是唯一的。

证明 E(e-cθ t)=
2∑

n

i=1
ti+( )λ

2n+1

(2n)! ∫
¥

0
θ2n·e- 2∑

n

i=1
ti+λ+( )c θdθ=

2∑
n

i=1
ti+λ
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。由(11)式得 θ̂BL =

-c-1lnE(e-cθ t)= -(2n+1)c-1ln
2∑

n

i=1
ti+λ

2∑
n

i=1
ti+λ+c

。 证毕

2.3二次损失函数下θ的Bayes估计

取二次损失函数为 L(θ̂,θ)=(θ̂-θ)2/θ2 (12)
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损失函数(12)消除了量纲,避免了数据单位的影响,提高了不同数据分析的可靠程度。在上述二次损失函数下,
对于任何先验分布,可得θ的Bayes估计。

引理1[6] 在给定θ的先验分布和二次损失函数下,θ的唯一的Bayes估计为θ̂BQ=E(θ-1 t)
E(θ-2 t)

。

定理3 对于给定的先验分布(8),在二次损失函数下,艾拉姆咖分布参数θ的Bayes估计为θ̂BQ= 2n-1

2∑
n

i=1
ti+λ

。

证明  由引理1得 θ̂BQ =E(θ-1 t)
E(θ-2 t)=

2n-1

2∑
n

i=1
ti+λ

。 证毕

2.4平方损失函数下θ的Bayes估计

取平方损失函数为L(θ̂,θ)=(θ̂-θ)2,由于在平方损失函数下,θ的Bayes估计为其后验分布的均值,即

θ̂BS=E(θt) (13)

定理4 对于给定的先验分布(8),在平方损失函数下,艾拉姆咖分布参数θ 的 Bayes估计为θ̂BS =
2n+1

2∑
n

i=1
ti+λ

,并且该估计是唯一的。

证明 由(13)式 θ̂BS=E(θt)=
2∑

n

i=1
ti+( )λ

2n+1

(2n)! ∫
¥

0
θ2n+1·e- 2∑

n

i=1
ti+( )λ θdθ= 2n+1

2∑
n

i=1
ti+λ

。 证毕

2.5平衡损失函数下θ的Bayes估计

取平衡损失函数为U(θ̂,θ)=w(θ̂-θ̂BQ)2+(1-w)(θ̂-θ)2,其中,θ̂BQ为二次损失函数下θ的Bayes估计,w
为事先给定的权重。由文献[6]知,在平衡损失函数下,θ的唯一Bayes估计为

θ̂B=wθ̂BQ+(1-w)E(θt) (14)

定理5 对于给定的先验分布(8),在平衡损失函数下艾拉姆咖分布参数θ的Bayes估计为θ̂B =2n+1-2w

2∑
n

i=1
ti+λ

。

证明 由(14)式 θ̂B =wθ̂BQ+(1-w)E(θt)=wθ̂BQ+(1-w)θ̂BS=2n+1-2w

2∑
n

i=1
ti+λ

。 证毕

3超参数λ的估计

对艾拉姆咖分布的密度函数,见(2)式,若取(8)式作为θ的先验分布,则它的边缘分布为fG(t)=∫
+¥

0
f(t,

θ)π(θ)dθ= 8λt
(2t+λ)3

。以fG(ti)代替(3)式中的f(ti,θ),则似然函数(3)式可变为L=∏
n

i=1

8tiλ
(2ti+λ)3

,∂lnL
∂λ =

n
λ -∑

n

i=1

3
2ti+λ

。由∂lnL
∂λ =0得到 n

λ =∑
n

i=1

3
2ti+λ

。

令g1(λ)=n
λ
,g2(λ)=∑

n

i=1

3
2ti+λ

,显然g1(λ)>0,g2(λ)>0。当λ→0+时,g1(λ)>g2(λ),g′1(λ)=-n
λ2<

0,g″1(λ)=2nλ3>0
。所以g1(λ)在(0,+¥)上为严格单调递减的下凸函数。g′2(λ)=-∑

n

i=1

3
(2ti+λ)2 <0

,g″2(λ)=

∑
n

i=1

6
(2ti+λ)3 >0

,所以g2(λ)在(0,+¥)上为严格单调递减的下凸函数。并且lim
λ→+¥

g1(λ)
g2(λ)=

lim
λ→+¥

n
λ

∑
n

i=1

3
2ti+λ

=
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1
3 <1

,故方程 n
λ =∑

n

i=1

3
2ti+λ

。 在(0,+¥)内有唯一解,迭代公式为   λ(p+1)= n

∑
n

i=1

3
2ti+λ(p)

(15)

记(15)式得到的最终迭代值为λ̂,这样就得到了超参数λ的估计值。

4Bayes估计的容许性

引理2[4] 在给定的Bayes决策问题中,假如对给定的先验分布π(θ),θ的Bayes估计是唯一的,则它是容许

的。
定理6 对于艾拉姆咖分布,取(8)式为θ的先验分布,在熵损失、Linex损失、二次损失、平方损失和平衡损

失函数下,θ的Bayes估计都是容许的。
证明 由前面的定理可知在熵损失、Linex损失、二次损失、平方损失和平衡损失函数下,θ的Bayes估计都

是唯一的。再根据引理2得到θ的Bayes估计都是容许的。

5随机模拟及实例分析

类似文献[7],使用 Matlab软件通过 Monte-Carlo模拟产生两组服从艾拉姆咖分布(1)的随机样本,参数真

值θ=13
,样本容量分别为30和50。通过计算得到参数θ在不同损失函数下的估计值,重复上述步骤1000次,

得到参数估计的均值和均方误差,相关结果见表1。

表1 参数估计的均值和均方误差

n θ̂MLE MSE(θ̂MLE) θ̂BE MSE(θ̂BE) θ̂BL (c=0.1 -0.2) MSE(θ̂BL) (c=0.1 -0.2)

30 0.3354 8.104e-4 0.3310 7.696e-4 0.3364 0.3367 7.986e-4 8.030e-4

50 0.3340 4.513e-4 0.3313 4.409e-4 0.3346 0.3347 4.469e-4 4.482e-4

n θ̂BQ MSE(θ̂BQ) θ̂BS MSE(θ̂BS) θ̂B
(w=0.3 0.6) MSE(θ̂B) (w=0.3 0.6)

30 0.3255 8.004e-4 0.3365 8.000e-4 0.3332 0.3299 7.744e-4 7.708e-4

50 0.3280 4.506e-4 0.3346 4.473e-4 0.3326 0.3307 4.408e-4 4.423e-4

由表1可知,在Linex损失下,当参数c>0和c<0时,θ的Bayes估计差别不大;从均方误差来看,θ的贝叶

斯估计要比极大似然估计的均方误差小;从参数θ的估计与真值的接近程度及均方误差两方面来看,在熵损失和

平衡损失函数下θ的Bayes估计是较好的。
再看下面的实例。
例1[1] 在某型坦克维修过程中,经过47次观察得到基层I级预防性维修二级保养时间的观测值如下:

0.80,1.00,1.00,1.41,1.50,1.50,1.50,2.00,2.00,2.00,2.00,2.50,2.50,2.75,3.20,3.30,3.70,3.80,

3.80,4.00,4.00,4.00,4.00,4.00,4.00,4.10,5.00,5.00,5.50,5.50,5.50,6.00,6.50,7.00,7.16,7.75,8.00,

8.00,9.50,9.73,10.00,11.40,12.00,12.00,14.00,15.21,15.50。对以上数据进行统计分析,相关结论如表2。

表2 参数的估计

θ̂MLE θ̂BE θ̂BL(c=-0.5) θ̂BL(c=0.7) θ̂BQ θ̂BS θ̂B(w=0.3) θ̂B(w=0.8)

0.1832 0.1818 0.1838 0.1836 0.1798 0.1837 0.1825 0.1806

由表2可知,几类估计值相差不大,最大的为0.1838,最小的为0.1798,极差为0.004。
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BayesianEstimationofЭрлангаDistributionParameterunderDifferentLossFunction—AllSamples

LONGBing
(DepartmentofMathematicsandPhysics,JingchuUniversityofTechnology,JingmenHubei448000,China)

Abstract:Эрлангаdistributionplaysanimportantroleinequipmentrepairtheory.Firstly,inthispaper,maximumlikelihoodesti-
mationoftheparameterisgivenunderfullsampleonthiskindofdistribution.BecausetheperformanceofparameterBayesianesti-

mationisassociatedwithlossfunction,wegivetheBayesianestimationoftheparameter,suchas2n/2∑
n

i=1
ti+( )λ etcunderEntro-

py、Linex、Quadratic、SquareandBalancedlossfunctions,andprovethattheestimateswehavederivedareadmissible.Compares

meansquareerrorsanddeviationfromthetruevaluesaboutseveralestimations.Bayesianestimationofθisbetterunderentropyloss

andbalancedlossfunction.Finally,thevaluesaboutseveralestimationsarecalculatedandanalyzedthroughanexample;little

differenceisshowninthisestimation.

Keywords:Эрлангаdistribution;priordistribution;lossfunction;Bayesianestimation
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