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摘要:近年来,非负矩阵分解模型已经成为数据挖掘领域中最成功的模型之一。该模型能够自动从一组高维向量中提取

隐含模式,从而被广泛应用于降维、无监督学习(图像处理、聚类和双聚类等)和预测当中。本文将从它的发展历史、数学

表达形式、算法和热点应用等几个层面对非负矩阵分解模型进行综述。简言之,该模型具有较好的可解释性,模型简单,

易于理解操作,可拓展性强,该模型和无监督学习领域中其它被广泛采用的模型关系紧密,且有广泛的应用空间,数值表

现优异。同时作为一项新兴技术,该模型亦有许多有趣的问题值得进一步深入研究。
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1非负矩阵分解的研究历史

非负矩阵分解(Nonnegativematrixfactorization,NMF)[1-3]起源于主成分分析(Principalcomponentanaly-
sis,PCA)[4-5]。PCA最早可以追溯到1901年,被KarlPearson[6]最先提出,稍后在上世纪30年代又由 Harold
Hotelling独立重新提出并被命名[7-8]。PCA是数据降维的一个基本技术,它在最小二乘的意义下能够计算得到

一组最优基向量来近似高维数据。基向量的数目比原始数据的维数要少得多,因此将原始数据表达为这些基向

量的线性组合就会将其变换到一个低维空间中。这种降维可以用来改进数据分析算法的处理能力,也可以用于

数据的特征选择和特征提取。
主成分分析得到的基向量中的分量有正值也有负值,而数据被表达成这些基向量的线性组合,组合系数中

也是有正有负。PCA的最优近似性质就可以被认为是这种可约减性质导致的一个结果。然而在许多应用中,负
值是和客观现实相矛盾的。举例来说,图像中的像素如果是负值,就很难对其进行合理而直观的解释。并且在

实际应用中,比如复杂网络分析、图像处理、生物和文本分析中,非负数据分析是很普遍的,为了更好地分析非负

数据,同时提高结果的可解释性,一些研究者建议寻找非负基向量来表达原始数据。非负矩阵分解模型由此被提

出。事实上,该模型可以追溯到上世纪70年代[9],在上世纪90年代Paatero[3]和Lee&Seung[1-2]的工作之后引起了

广泛的注意。严格地说,这个想法可以被表达成:将n×m 维的非负矩阵X 分解为2个非负因子矩阵F和G使得

X≈FGT,其中F和G的维数分别是n×k和m×k的,k是预先给定的参数。这个模型就被称为非负矩阵分解模型。

假设k≪n,m,因此只有当恰当地找到了数据本身的类结构的时候,FGT 才会尽可能地拟合X[10]。
近年来,关于非负矩阵分解的研究从未间断,该模型的理论性质不断被发现,而其应用也不断得到拓展。它

已成为线性代数[11]、优化[12]、复杂网络分析[13-18]、模式识别[19]、图像处理[1]、多媒体数据分析[20]、文本挖掘[21-24]

和生物信息学[25-28]等多个领域的一个热点,成功应用于特征提取和降维、聚类、半监督聚类、双聚类和协同过滤

等问题。
这一节最后给出一个NMF区别于主成分分析的理论性质:界值性质[29-30]。就像前面提到的,NMF区别于
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PCA最重要的一点就是其非负性的约束,那么这种非负性约束的本质内涵是什么呢? 下面的界值定理部分地回

答了这个问题。
定理1 (界值性质)令0≤X≤M 是目标矩阵,其中 M 是固定的正常数。F,G 是非负矩阵,满足于X=

FGT。则存在一个对角矩阵X≥0使得X=FGT=(FD)(GD-1)T=F*G*T,且0≤F*
ij≤ M,0≤G*

ij≤ M。特

别地,若X 是对称的,且F=GT,则G*=G。
注 0≤X≤M 表示0≤Xij≤M,i=1,2,…,n,j=1,2,…,m。
本文剩余部分组织如下:第2部分介绍NMF的乘性迭代算法(Multiplicativeupdaterules),第3部分讨论

了NMF模型和其它模型的关系,第4部分介绍了 NMF的几个经典应用,并以社团结构探测问题为例介绍

NMF在复杂网络分析中的应用,最后第5部分给出本文的总结和展望。

2非负矩阵分解的乘性迭代算法

从最优化的角度,NMF模型可以被表述成如下的非线性规划模型

minJ(X‖FGT)

s.t.F≥0,G≥0
其中J(X‖FGT)是度量X 和FGT 之间差异的费用函数。

可以看到,矩阵F 和G 中的所有元素都是最优化的变量,因此这是一个大规模优化问题,而且在实践中,

J(X‖FGT)所取的形式具有这样的性质:在固定G的时候,对F 是凸的,在固定F 的时候,对G 是凸的。因此,
绝大多数求解NMF的算法都是迭代地轮换地最优化F和G。计算NMF的一般算法可以被写成算法1,不过可

以采用不同的方法实现第2行和第3行,比如轮换最小二乘法(Alternativeleastsquares)[3]、投影梯度算法[31]和

字典学习算法[14,32]等。而在实际计算中使用最广泛的是乘性迭代算法(Multiplicativeupdaterules)[1-2]。

算法1非负矩阵分解(NMF)一般算法框架

输入:F(0),G(0),t=1
输出:F,G.

1:while1do

2:固定G(t-1),计算F(t)使得J(X,F(t)G(t-1)T)≤
J(X,F(t-1)G(t-1)T);

3:固定F(t),计算G(t)使得J(X,F(t)G(t)T)≤
J(X,F(t)G(t-1)T);

4:检验算法是否终止;

5:if算法终止性条件被满足then
6:F=F(t)

7:G=G(t)

8:退出

9:endif
10:t=t+1
11:endwhile

费用函数可以有不同的选择,最经常被选用的是J(X‖FGT)=
‖X-FGT‖2F 或 者 是 广 义 的 Kullback-Leibler divergence

J(X‖FGT)=∑
i,j

(XijlogXij/(FGT)-Xij+(FGT)ij)。在不同目标函

数下F和G的调整规则总结在表1中[33]。
所有这些公式实际上都是由非线性规划中的梯度下降算法导出

的。以J(X‖FGT)=‖X-FGT‖2F 为例来说明算法的推导过

程。
首先,费用函数J(X‖FGT)=‖X-FGT‖2F 对F 的偏导数

是 ∂
∂Fau

J(X‖FGT)=-∑
j

(Xaj -∑
t

(FatGjt))Gju。 取步长为

ηau =Fau/(FGTG)au,则

Fau =Fau -ηau
∂
∂Fau

J(X‖FGT)=Fau
(XG)au
(FGTG)au

通过转换F和G 的角色,可以容易地得到G的调整公式。可

以看到,算法并不是精确的梯度下降算法:步长是通过事先指定

得到的,并不是通过线性搜索得到的。这样就需要证明算法的收

敛性,即证明算法是单调下降的,并最终达到一个局部最优点。该算法的收敛性证明框架由文献[2]给出,这一

框架源于统计中用于参数估计的Expectationmaximization算法(EM)的收敛性证明,它已经成为类非负矩阵分

解算法收敛性证明的一个一般框架。证明是基于辅助函数的。但是该证明仅可以保证算法是单调下降的[34]。
文献[33]对这些目标函数和相应的迭代准则进行了系统比较,使用了6种人工数据,11组生物基因组数据,

2组人脸数据和22组信号数据进行比较,结果表明传统的最小二乘目标函数和KLdivergence目标函数的数值

结果最好,正应了那句名言:大繁至简。
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表1 不同的费用函数和相应的乘性迭代准则总结

Tab.1 Summaryofdifferentdivergencefunctionsandthecorrespondingmultiplicativeupalaterules

费用函数 乘性迭代算法 收敛法 费用函数 乘性迭代算法 收敛法
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收敛
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β≤1时

Itakura-Saito(IS)

Divergence
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Divergence
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Error
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收敛

  注:表1中的收敛性仅仅意味着算法已被证明是单调下降的,并不一定收敛到局部最小点。

3非负矩阵分解模型和其它模型的关系

分析NMF和其它模型的关系,比如和K-means、潜在语义分析(Probabilisticlatentsemantieindexing,PL-
SI)之间的关系,可以有利于更好地理解它良好的数值表现和分析它的局限。基本结果如下。

1)软K-means模型可以被写成对称NMF模型,因而K-means可以认为是和NMF等价的[35]。这就从理

论上说明了NMF为什么适用于数据聚类。注意这个等价性的结论并不意味着NMF和K-means一定输出同样

的结果,因为它们采用完全不同的算法。
定理2 min

H≥0
‖W-HHT‖2 和X的软K-means聚类模型是等价的,其中W=XTX。

2)PLSI和NMF优化同样的目标函数(K-Ldivergence),但是PLSI有额外的正则化约束[36]。两个模型的

算法可以产生等价的解,但两个算法本质上是不同的[37]。
定理3 NMF和PLSI优化同样的目标函数。
定理4 PLSI的一个局部最优解是NMF以K-Ldivergence作为目标函数时的最优解,反之亦然。即两个

模型产生的最优解是等价的。

4非负矩阵分解的应用

非负矩阵分解已被成功应用在数据分析的多个领域,尤其是针对无监督学习。一般而言,NMF的优点就是

它能自动发现数据背后的隐含模式或者趋势。本部分简要回顾NMF在图像处理、数据聚类、半监督聚类和双聚

类问题中的应用。

4.1图像处理

正如之前提到的,NMF在Lee&Seung[1]的论文之后引发了广泛的注意。他们的论文主要讨论了NMF在

图像处理上的应用。在图像处理问题中,数据可以被表示成n×m 的非负矩阵X,每一列是1个图像,由n个非

负的像素值描述。NMF可以将X 分解成2个因子矩阵F和G,使得X≈FGT。F是基矩阵,每一列可被认为是

构成整体图像的1个部件,比如对于人脸数据,可以是鼻子、耳朵等。G是编码矩阵,每一行中的元素相当于赋给

相应基向量的权重,而X 中的图像根据不同的权重配比可以重建为基向量的线性组合。
总之,NMF可以发现图像构成的隐含部件和图像通过这些部件重建的方式。事实上,心理学上的研究也表

明,人的大脑就是将事物分解为若干部分来对事物进行认知的[1]。但是进一步的研究表明标准的非负矩阵分解
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模型并不一定得到恰当的“部分”(Part-of-whole)[38-39],因此改进NMF模型,努力得到稀疏化的结果,以期得到

更局部化的“部分”,成为NMF研究当中的一个重要方向。

4.2数据聚类

NMF最有趣和最成功的应用领域之一要属数据聚类了,应用领域包括文本、图像和生物数据。给定一个非

负的n×m 矩阵X,每一列是1个数据样本,由n个特征描述,NMF能够将其分解为2个因子矩阵F 和G 使得

X≈FGT,其中F是n×r的,G是m×r的,r是预先设定的类数。F的列可以被认为是聚类中心,而G 是聚类成

员指示矩阵(Clustermembershipindicatormatrix)。换句话说,如果Gik是行Gi,:中最大的值,则数据样本i是属

于聚类k的。

NMF在数据聚类上的成功应用已经在多个领域得到验证,包括生物信息学[25]、文本聚类[21-23]和复杂网络上

的社团结构探测等。

4.3数据双聚类

双聚类(Bi-clustering,co-clustering)是由Cheng&Church[40]首次提出用于分析基因表达数据的。在基因

表达数据中,许多基因在一些特定情况下会特异性表达,比如在肿瘤中或在组织生长的特定阶段。发现这种“基
因-环境”的特定结构对于理解组织生长和代谢、肿瘤发生和诊断等问题具有重要价值,而传统聚类方法不适合发

现此类结果。双聚类模型据此被提出,它可以同时对样本和特征2个维度进行聚类,从而发现此类局部结构。
非负矩阵分解模型可发应用于双聚类问题:比如对于肿瘤的基因表达数据矩阵X,NMF将其分解为2个因子矩

阵F和G,肿瘤样本i是属于某类肿瘤k的,如果Gik是行Gi,:中最大的值,同时基因j是在该类肿瘤中特异表达

的,如果Fjk是行Fj,:中最大的值。这样就建立起了“基因-肿瘤”的子结构。但是这个结果是有不足之处的。可

以看到,在此框架下,每个基因都会被分派到某类肿瘤中,即认为其在该类中特异表达。而实际上,引起肿瘤的

基因在全部基因中所占的比重很小,大部分基因应该是不属于任何类别,即在任何肿瘤中都不特异表达。基于

以上考虑,文献[28-29]提出了二值矩阵分解模型(BMF):输入肿瘤样本的基因表达二值数据,BMF将其分解为

2个二值矩阵F和G。F和G 可以明确地将特异性表达基因分配到某类肿瘤中,同时大部分基因所在的行Fj,:

为零向量,从而它们不属于任何类。下面的例子可以直观地说明该框架的有效性。

给定下面的二值目标矩阵X=

0 0 0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 0 1 1 0
0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1
0 1 0 1 0 0 0 0
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,可以看到矩阵中有2个子结构,一个在右上

角,另一 个 在 左 下 角。BMF 模 型 给 出 如 下 的 结 果:F=
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。从 而 找 到 了 子 结 构 为

1,2,3,4,f,g,{ }h 和 3,4,5,b,c,{ }d 。重建的目标矩阵如下:FGT=

0 0 0 0 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
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÷
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÷
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0 1 1 1 0 0 0 0

,从中可以看到

2个子结构更清晰地体现出来了。

4.4以社团结构探测为例

复杂网络已经成为描述自然和社会中的系统结构的一个有力工具,是研究的热点。研究表明复杂网络经常
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是具有社团结构的[41-42]。复杂网络的一个社团结构是指网络顶点集的一个分划,每个子网络的内部连接是紧密

的,而与外部的连接是疏松的。目前对社团结构问题的定义还没有统一的认识,在论文[43]中有一个关于社团

结构问题的组合优化定义。许多证据表明,网络中的社团结构经常是有其特殊含义的。比如说,在生物网络中,
社团结构经常是一个功能模块或者通路,而在社会网中,社团结构经常是由一群持相同观点的人组成,在科研合

作网中,社团结构则经常是某一个科研领域等。文献中已经发展了大量有趣的模型来探测复杂社会网络中的社

团结构[44]。事实上,网络社团结构探测问题本质上是属于无监督学习的范畴,NMF模型在其中有广阔的应用空

间,比如下面这个为该问题设计的对称非负矩阵分解模型[13]

min‖X-UUT‖2F

s.t.U ≥0,∑
c

j=1
Uij =1,i=1,2,…,n

(1)

其中X是网络的邻接矩阵,U 是节点的社团隶属度向量,即Uit表示节点i对于社团t的隶属度(这里∑jUij =1)。

但是,利用得到的隶属度向量并不能确定一个节点是否真的属于某个社团。也许隶属度0.9意味着相应的

节点确实属于该社团,但是对于隶属度0.5就很难确定。明确节点是否真的属于某个社团显然是更有价值

的[45]。另外一个问题是隶属度向量不能将野点(Outerlier)和重叠点(Overlapping)区分开。比如说,一个节点

的隶属度向量是 1
c
,1
c
,…,1é

ë
êê

ù

û
úúc
,很难判断其含义是该节点以相同的概率属于各个社团,还是说该节点不属于任

何一个社团。甚至后一种可能性更大。

图1 节点的中心度和桥接性

Fig.1 Nodes’centralityversusnodes’

bridgnessincomplesnetuorks

一个解决此问题的方法是定义桥接性(Bridgeness)和中心度(Centrali-
ty)[13]。如图1所示,基于桥接性和中心度的不同组合,可以将野点和重叠

点区分开。具有高桥接性值和高中心度值的点更可能是沟通社团的桥点,
而具有低中心度值和高桥接性值的点更可能是野点。点i的桥接性值可以

定义如下[13]G1(i)=1- c
c-1∑

c

j=1
Uij -1æ

è
ç

ö

ø
÷

c
2
。

注 图1度量了社团隶属度向量Ui;和参考向量[1
c
,1
c
,…,1

c
]之间的

距离。有高的中心度,表明它们不能被清晰地分配到某个社团,但是它们是

有影响力的节点,因而可认为它们是桥点。类似地,落在左下角的节点可能是社团中的边缘点或者是野点,而落

在右下角的节点是社团的核心点。这种图示法是有局限性的,详见下文。
但是这种定义方法是有局限性的,有高G1 值的节点并不一定具有高的桥接性。例如,在一个四社团网络

中,如果计算得到的点i的社团隶属度向量Ui,:是
1
4
,1
4
,1
4
,é

ë
êê

ù

û
úú

1
4
,而点j的隶属度向量Uj,:是

1
2
,1
2
,0,é

ë
êê

ù

û
úú0 ,相

应的G1(i)和G1(j)就会分别是1和0.42(甚至小于0.5),这会给后续分析带来误导。而中心度的定义也很困

难,就目前所知,如何定义节点在网络中的影响力还是一个未决的问题,仍是一个热点课题。不同的定义会导致

非常不同的结果。最后,即便有好的定义,如何选取阈值来区分桥点和野点也是一个困难的问题。
基于以上考虑,笔者提出了对称二值矩阵分解模型(SBMF)来探测重叠社团结构[18]。该模型可以明确地把

节点分配到各个社团中,同时也能将野点和重叠点区分开。SBMF可以表述如下:给定网络的邻接矩阵A,找到

二值矩阵U 使得A≈UUT。U 是节点的社团成员指示矩阵:Uit=1表示节点i是在社团t中的,0表示不属于。

如果节点i属于多个社团,则相应的第i行的和大于1 ∑jUij >( )1 。反之,如果节点i是一个野点,则相应的

第i行是零向量 ∑jUij =( )0 。同时假设只有很少的一部分节点是野点,从而只有很少的一部分向量是零向量

∑jUij =( )0 。

综上分析,SBMF 模型可以被表述为如下非线性规划模型

min
U
‖A-UUT‖1+∑

i
1-Θ(∑

J
Uij( ))

s.t.U2
ij -Uij =0,i=1,2,…,n,j=1,2,…,c

(2)
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其中Θ是Heaviside步函数[46],对矩阵X,Θ(X)ij:=
1,如果Xij>0
0,如果Xij≤{ 0

。同时文献[18]还给出了一个选取恰当社

团数目的指标。

NMF模型还适用于半监督学习。尽管带约束的聚类问题已经在无监督学习领域中得到了广泛的研究。然

而,对于复杂网络中的社团结构探测问题,如何将先验信息作为约束放到模型/算法中来引导探测过程仍然是一

个有挑战性的问题。文献[17]提出一个半监督的网络社团结构探测框架。这个框架是根据先验信息来适当修

改网络的邻接矩阵,从而达到引导探测过程的目的。这种修改变可看做是对社团结构一致性矩阵的降噪和重现

过程。简言之,该框架兼顾了网络的拓扑结构性质和网络中点的功能信息,从而能够大幅度提高社团结构探测

模型/算法的成绩。将该框架应用于人工合成数据(GN网络和LFR网络)和实际数据,结果表明其确实能够显

著提高探测成绩。文献[47]还提出了增强型的半监督学习框架,能够进一步提高探测精度。

5总结和展望

本文对非负矩阵分解的研究历史、模型、算法和应用进行了总结。简言之,该模型相较于主成分分析具有更

好的可解释性;且模型简单,易于理解操作,可拓展性强,通过选取不同的目标函数,采用不同的约束可以实现不

同的目的;该模型和无监督学习领域中其它被广泛采用的模型关系紧密,甚至将一些看似不相关的模型连接了

起来;它有广泛的应用空间,数值表现优异。
最后给出几个值得进一步研究的方向作为本文的结尾。

1)随着大数据时代的来临,算法的高效稳健变得越来越重要,有时候甚至可以牺牲一些精度来提高效率。
因此如何设计更高效的算法来求解NMF是一个重要的问题[48];

2)数据分析越来越讲究任务分析,所以如何将NMF和其它模型相结合也是一个有趣的问题;

3)复杂网络的研究方兴未艾,将研究视角从个体提升到了针对关系的研究,如何更好地将复杂网络的自身

特点嵌入NMF模型中亦是一个富有挑战性的问题。
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NonnegativeMatrixFactorization:Model,AlgorithmsandApplications
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Abstract:NonnegativeMatrixFactorization(NMF)isbecomingoneofthemostpopularmodelsindataminingsocietyrecently.
NMFcanextracthiddenpatternsfromaseriesofhigh-dimensionalvectorsautomatically,andhasbeenappliedfordimensionalre-
duction,unsupervisedlearning(imageprocessing,clusteringandco-clustering,etc.)andpredictionsuccessfully.Thispapersur-
veysNMFintermsoftheresearchhistory,modelformulation,algorithmsandapplications.Insummary,NMFhasgoodinterpret-
ability,isveryflexible,hasacloserelationshipwiththeexistingstateoftheartunsupervisedlearningmodelsandavarietyofappli-
cations.Inaddition,asadevelopingtechnology,therearestillmanyinterestingopenissuesremainedunsolvedandwaitingforre-
searchfromdifferentperspectives.
Keywords:nonnegativematrixfactorization;multiplicativeupdatealgorithms;K-means;PLSI;imageprocessing;clustering;com-
munitystructuredetection
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