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具有模糊系数的多目标模糊正项几何规划的解法
*
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摘要:多目标几何规划是解决一些最优化问题的强有力工具,当问题中的参数为模糊数时,目标值也应该是模糊数。本文

提出求解系数是模糊数的多目标模糊正项几何规划的算法,首先利用线性加权的方法将问题转化为单目标模糊正项规划

问题,再利用Zadeh的扩张原理与对偶原理将单目标模糊正项规划问题转化为两个普通的正项几何规划。
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几何规划首先于1961年由Duffin与Zener提出并于1967年出版了第一本关于几何规划的著作[1],此后几

何规划法成为处理非线性规划问题的比较有效的方法之一,它已广泛应用于工程设计、产品计划、任务管理、化
学过程设计等实际问题中。Fuzzy正项几何规划[2]自曹炳元1987年在日本东京第二届国际Fuzzy系统协会年

会(IFSA)提出以后,在其算法的研究方面已取得很大进展,文献[3-7]分别讨论了如何求解模糊几何规划。并于

2002年出版了第一本关于模糊几何规划的著作[8]。文献[9-11]研究了多目标模糊几何规划,得到了求解多目标

Fuzzy几何规划的原算法与对偶算法。本文研究不同于文献[9-11]的具有模糊数系数的多目标模糊正项几何规划。

1多目标模糊几何规划

定义1 模糊子集A
~

∈X 称为模糊数,如果它同时满足两个条件:1)存在x0∈X 使得μA~(x0)=1,其中μA~(x)

表示x隶属于A
~

的程度;2)μA~是分段连续的。

定义2 模糊子集A
~

的α-水平集为:A
~

α={x∈X|μA
~(x)≥α},其中α∈[0,1]。设A

~

α=[AL
α,AU

α],其中AL
α=

inf{x∈X|μA~(x)≥α},AU
α=sup{x∈X|μA

~(x)≥α}。A
~

的支撑集为S(A
~

α)={x∈X|μA
~(x)>0}。

定义3 模糊数A
~

的隶属函数为

μA~(x)=
L(x),a≤x≤b
1,b≤x≤c
R(x),c≤x≤d
0,
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其中函数L:[a,b]→[0,1]为在区间[a,b]上连续且严格单调增函

数,称为左展形;函数R:[c,d]→[0,1]为在区间[c,d]上连续且严格

单调减函数,称为右展形,模糊数A~ 被称为凸模糊数。
考虑如下多目标模糊几何规划

(MFGP)

minZ
~

k=∑
Sk

s=1
d
~

ks∏
n

i=1
xaksii ,k=1,2,…,K

s.t.Gm(x)=∑
Tm

t=1
c
~

mt∏
n

i=1
xrmtii ≤b

~

m,m=1,2,…,M

  xi>0,i=1,2,…,

ì

î

í

ï
ïï

ï
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其中aksi,rmti是实数,d
~
ks,c

~
mt,b

~
m 是凸

模糊数,它们的隶属函数分别表示为

μd
~
ks
,μc

~
mt
,μb~m

,且设它们的支撑集分

别为S(d
~
ks),S(c

~
mt),S(b

~
m),则有d

~
ks=

{dks,μd
~
ks
(x)|dks∈S(d

~
ks)},c

~
mt={cmt,μc~mt

(x)|cmt∈S(c
~

mt)},b
~

m={bm,μb~m
(x)|bm∈S(b

~
m)}。

凸模糊数d~ks,c
~

mt,b
~
m 的α-水平集是

(d
~
ks)α=[(dks)Lα,(dks)Uα]=[ min

dks∈S(d
~
ks)
μd
~
ks
(dks)≥α,max

dks∈S(d
~
ks)
μd~ks

(dks)≥α]
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(c~mt)α=[(cmt)Lα,(cmt)Uα]=[ min
cmt∈S(c

~
mt)
μc~mt

(cmt)≥α, max
cmt∈S(c

~
mt)
μc~mt

(cmt)≥α]

b
~
m=[(bm)Lα,(bm)Uα]=[min

bm∈S(b
~
m)
μb~m

(bm)≥α,max
bm∈S(b

~
m)
μb~m

(bm)≥α]

如果对于任意的k,s,m,t和α>0有(dks)Lα>0,(cmt)Lα>0,(bm)Lα>0,则称问题(MFGP)是多目标模糊正项

几何规划。如果没有特别声明,笔者下面讨论的是多目标模糊正项几何规划。对任意的dks∈S(d
~
ks),cmt∈

S(c~mt),bm∈S(b
~
m),得到如下多目标几何规划

(MGP)

minZk(dks,cmt,bm)=∑
Sk

s=1
dks∏

n

i=1
xaksii ,k=1,2,…,K

s.t.Gm(x)=∑
Tm

t=1
cmt∏

n

i=1
xrmtii ≤bm,m=1,2,…,M

  xi>0,i=1,2,…,
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2基于线性加权的解法

由于问题(MFGP)的每个目标函数值Z
~

k 是模糊数,而要直接求得这些模糊数几乎是不可能的。笔者首先利

用线性加权的方法将多目标模糊几何规划转化单目标模糊几何规划

(MFGP1)
minZ

~

k=∑
K

k=1
βk∑

Sk

s=1
d~ks∏

n

i=1
xaksii =∑

K

k=1
∑
Sk

s=1
βkd

~
ks∏

n

i=1
xaksii ,k=1,2,…,K

s.t.Gm(x)=∑
Tm

t=1
c~mt∏

n

i=1
xrmtii ≤b~m,m=1,2,…,M,xi>0,i=1,2,…,

ì

î

í

ï
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ï
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其中∑
K

k=1βk=1,βk ≥0,k=1,2,…,K。显然Z
~

为模糊数,利用Zadeh的扩张原理[12]得到Z
~

的隶属函数

  μZ~(z)=sup min
dks∈S(d

~
ks),

cmt∈S(c
~

mt),

bm∈S(b
~
m)

{μd~ks
(dks),μc~mt

(cmt),μb~m
(bm)|z=Z(dks,cmt,bm)}  (1) 其中Z(dks,cmt,bm)表示问

题(MFGP1)中模糊数d
~
ks,

c~mt,b
~
m 被实数dks,cmt,bm

所取代后计算得到的最优值。由(1)式可知μZ~(z)≥α,必须有μd~ks
(dks)≥α,μc~mt

(cmt)≥α,μb~m
(bm)≥α,并且至

少存在一组值(dks,cmt,bm)满足min{μd~ks
(dks),μc~mt

(cmt),μb~m
(bm)}=α且μZ~(z)=α。显然,要求得目标函数值

的具体模糊数表达式是不可能的,但对于每个α,模糊数Z
~

的α-水平集是一个闭区间,因而只要求出目标的α-水

平集的上界与下界就可以了,因而根据式(1)可得Z
~

α 的上、下界

ZU
α=max{Z(dks,cmt,bm)|dks∈S(d

~
ks),cmt∈S(c

~
mt),bm∈S(b

~
m)} (2)

ZL
α=min{Z(dks,cmt,bm)|dks∈S(d

~
ks),cmt∈S(c

~
mt),bm∈S(b

~
m)} (3)

(2)、(3)式分别等价于如下的两层数学规划

ZU
α = max

(dks)
L
α≤dks≤(dks)

U
α,

(cmt)
L
α≤cmt≤(cmt)

U
α,

(bm)
L
α≤bm≤(bm)

U
α,

∀k,s,m,t

min
x

Z
~

k=∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
βkdks∏

n

i=1
xaksii ,k=1,2,…,K

s.t.Gm(x)=∑
Tm

t=1

cmt

bm∏
n

i=1
xrmtii ≤1,m=1,2,…,M

  xi>0,i=1,2,…,
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(4)

ZL
α = min

(dks)
L
α≤dks≤(dks)

U
α,

(cmt)
L
α≤cmt≤(cmt)

U
α,

(bm)
L
α≤bm≤(bm)

U
α,

∀k,s,m,t

min
x

Z
~

k=∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
βkdks∏

n

i=1
xaksii ,k=1,2,…,K

s.t.Gm(x)=∑
Tm

t=1

cmt

bm∏
n

i=1
xrmtii ≤1,m=1,2,…,M

  xi>0,i=1,2,…,

ì

î

í
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(5)
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下面讨论(4)式与(5)式的求解。首先注意到(4)式是要求一组值(dks,cmt,bm)使得目标值最大,但外层规划求最大

而内层规划求最小。为了求解问题(4),利用正项几何规划的对偶规划原理将内层规划转化为求最大化问题

ZU
α = max

(dks)
L
α≤dks≤(dks)

U
α,

(cmt)
L
α≤cmt≤(cmt)

U
α,

(bm)
L
α≤bm≤(bm)

U
α,

∀k,s,m,t,

max
w

Z
~

k=∏
K

k=1
∏
Sk

s=1

βkdks

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wks

∏
M

m=1
∏
Tm

t=1

cmtwm0

bmw
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wmt

s.t.∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
aksiwks +∑

M

m=1
∑
Tm

t=1
rmtiwmt=0,i=1,…,n

  ∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
wks =1,wm0=∑

Tm

t=1
wmt

  wks ≥0,wmt ≥0,∀k,s,m,

ì
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(6)

此时,内外两层规划都是求最大,且外层规划所要确定的变量就是内层规划的目标函数的常数,因而有下面的结

论成立。
命题1 问题(6)等价于下面的规划问题

ZU
α =max∏

K

k=1
∏
Sk

s=1

βk(dks)Uα
w

æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wks

∏
M

m=1
∏
Tm

t=1

(cmt)Uαwm0

(bm)Lαw
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wmt

 s.t. ∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
aksiwks +∑

M

m=1
∑
Tm

t=1
rmtiwmt=0,i=1,2,…,n

∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
wks =1,wm0=∑

Tm

t=1
wmt,wks ≥0,wmt ≥0,∀k,s,m,t (7)

证明 设D0={(dks)Lα≤dks≤(dks)Uα,(cmt)Lα≤cmt≤(cmt)Uα,(bm)Lα≤bm≤(bm)Uα,∀k,s,m,t},且设内层规划的

约束集为F,则问题(6)与下面的规划问题等价

ZU
α =max

D0,F
Z
~

k=∏
K

k=1
∏
Sk

s=1

βkdks

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wks

∏
M

m=1
∏
Tm

t=1

cmtwm0

bmw
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wmt
(8)

由于对任意的k,s,βk≥0,wks≥0,因而 βkdks

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wks
是关于dks的增函数,即对任意的k,s,βkdks

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wks
的最大值

为 βk(dks)Uα
w

æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wks
。同理,对任意的m,t,cmtwm0

bmw
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wmt
的最大值为

(cmt)Uαwm0

(bm)Lαw
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wmt
。 证毕

对于问题(5),由于内外两层规划都是求最小,因而问题(5)与下面规划等价

ZL
α =min

x
Z
~

k=∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
βkdks∏

n

i=1
xaksii ,k=1,2,…,K s.t.Gm(x)=∑

Tm

t=1

cmt

bm∏
n

i=1
xrmtii ≤1,m=1,2,…,M (9)

  (dks)Lα ≤dks ≤ (dks)Uα,(cmt)Lα ≤cmt ≤ (cmt)Uα,(bm)Lα ≤bm ≤ (bm)Uα,∀k,s,m,t,xi>0,i=1,2,…,n

首先注意到,因为 (dks)Lα >0,(cmt)Lα >0,(bm)Lα >0,所以对任意满足∑
Tm

t=1

cmt

bm∏
n

i=1
xrmtii ≤1的x∈Rn,一定有不

等式∑
Tm

t=1

(cmt)Lα
(bm)Uα∏

n

i=1
xrmtii ≤1成立,同时,对任意的x 与(dks)Lα ≤dks ≤ (dks)Uα 有

∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
βkdks∏

n

i=1
xaksii ≥∑

K

k=1
∑
Sk

s=1
βk(dks)Lα∏

n

i=1
xaksii

因而有下面的命题2成立。
命题2 问题(4)等价于下面的规划问题

ZL
α =min

x
Z
~

k=∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
βk(dks)Lα∏

n

i=1
xaksii ,k=1,2,…,K (10)

          s.t. Gm(x)=∑
Tm

t=1

(cmt)Lα
(bm)Uα∏

n

i=1
xrmtii ≤1,m=1,2,…,M,xi>0,i=1,2,…,n

则(10)式的对偶规划为

ZL
α = max∏

K

k=1
∏
Sk

s=1

βk(dks)Lα
w

æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wks

∏
M

m=1
∏
Tm

t=1

(cmt)Lαwm0

(bm)Uαw
æ

è
ç

ö

ø
÷

ks

wmt

 s.t. ∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
aksiwks+∑

M

m=1
∑
Tm

t=1
rmtiwmt=0,i=1,2,…,n

   ∑
K

k=1
∑
Sk

s=1
wks =1,wm0=∑

Tm

t=1
wmt,wks ≥0,wmt ≥0,∀k,s,m,t (11)
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对于任意的α∈[0,1],通过求解规划问题(7)与(10)可求得ZU
α 与ZL

α,从而根据命题1与命题2有Z
~
L
α=[ZL

α,

ZU
α]。同时,对任意的0≤α1≤α2≤1,问题(4)与问题(5)对应于α1 的可行域显然都小于对应于α2 的可行域,因而

有ZL
α1≤Z

L
α2

与ZU
α1≥Z

U
α2
。这说明左展形L(z)是不减的,而右展形R(z)是不增的,从而模糊数Z

~
凸模糊数,并且

其隶属函数可以表示为

μZ~(z)=

L(z),ZL
0≤z≤ZL

1

1,ZL
1≤z≤ZU

1

R(z),ZU
1≤x≤ZU

0

0,

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 其他

3算法及数值实例
根据前一节的讨论,求解问题(MFGP)算法总结如下。
步骤1 根据实际情况选择合适的加权系数将多目标模糊几何规划

问题(MFGP)转化为单目标模糊几何规划问题(MFGP1)。

步骤2 针对任一α水平分别构造问题(7)和(11)。
步骤3 对计任一α水平求解问题(7)和(11)分别得到ZU

α 与ZL
α。

步骤4 最后求原问题各目标函数值。
例 考虑如下的具有三角模糊系数的多目标模糊几何规划问题

minZ
~

1=0.5x21x2x4x5,Z
~

2=(1,1.1,1.3)x-1
1 x-1

2 x-1
3  s.t. (8,8.4,8.7)x1x-1

2 x-1
3 x-1

4 x5≤(4,4.1,4.2)

0.5x2x3+(0.9,1.0,1.1)x1x-1
4 x-1

5 +(1.3,1.6,1.8)x3x4≤1, x1,x2,x3,x4,x5>0 (12)
解 利用线性加权的方法将上述问题转化为单目标模糊几何规划问题如下:

minZ
~

=0.5β1x21x2x4x5+(1,1.1,1.3)β2x-1
1 x-1

2 x-1
3  s.t. (8,8.4,8.7)x1x-1

2 x-1
3 x-1

4 x5≤(4,4.1,4.2)

0.5x2x3+(0.9,1.0,1.1)x1x-1
4 x-1

5 +(1.3,1.6,1.8) x3x4≤1,x1,x2,x3,x4,x5>0 (13)

其中β1+β2=1,β1,β2≥0,对于任意的α∈[0,1],分别构造求解ZU
α 与ZL

α 的问题如下:

ZU
α=max

w∈F

0.5β1
w

æ

è
ç

ö

ø
÷

01

w01 β2(1.3-0.2α)
w

æ

è
ç

ö

ø
÷

02

w02 8.7-0.3α
4+0.1

æ

è
ç

ö

ø
÷

α
w11 0.5w20

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

21

w21 (1.1-0.1α)w20

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

22

w22 (1.8-0.2α)w20

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

23

w23

s.t.2w01-w02+w11+w22=0,w01-w02-w11+w21=0,-w02-w11+w21+w23=0,w01-w11-w22+w23=0
w01+w02=1,w20=w21+w22+w23,w01,w02,w11,w21,w22,w23≥0 (14)

ZL
α=max

w∈F

0.5β1
w

æ

è
ç

ö

ø
÷

01

w01 β2(1+0.1α)
w

æ

è
ç

ö

ø
÷

02

w02 8+0.4α
4.2-0.1
æ

è
ç

ö

ø
÷

α
w11 0.5w20

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

21

w21 (0.9+0.1α)w20

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

22

w22 (1.3+0.3α)w20

w
æ

è
ç

ö

ø
÷

23

w23

s.t.2w01-w02+w11+w22=0,w01-w02-w11+w21=0,-w02-w11+w21+w23=0,w01-w11-w22+w23=0
w01+w02=1,w20=w21+w22+w23,w01,w02,w11,w21,w22,w23≥0 (15)

由于问题(13)是0困难度问题,因而问题(14)(15)的可行域只有唯一解:w*= (w*
01,w*

02,w*
11,w*

21,w*
22,

w*
23)=(0.2,0.8,0.1,0.7,0.3,0.2)。最后根据实际情况选择线性加权β1,β2 与α的值进行计算,本文选择β1=
0.5,β2=0.5,并对α以0.1为间隔取值计算问题(14)(15)的最优值如表1,其它的线性加权值的计算类似。

表1 当β1=0.5,β2=0.5时,问题(14)(15)的最优值

Tab.1 Atβ1=0.5,β2=0.5,theoptimalvalueforproblem(14)and(15)

α 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

ZL
α 1.522 1.548 1.573 1.599 1.625 1.650 1.676 1.702 1.728 1.754 1.780

ZU
α 2.157 2.119 2.080 2.042 2.004 1.967 1.929 1.892 1.854 1.817 1.780

  当α=0时,ZL
α=1.522,对应的决策变量的值为x*

1 =0.352,x*
2 =7.762,x*

3 =0.15,x*
4 =0.853,x*

5 =
1.458,原问题的目标函数值分别为:Z1=0.598,Z2=(2.44,2.684,3.172);ZU

α=2.157,对应的决策变量的值为

x*
1 =0.323,x*

2 =11.652,x*
3 =0.1,x*

4 =0.925,x*
5 =1.563,原问题的目标函数值分别为Z1=0.864,Z2=

(2.657,2.923,3.454)。当α=1时,ZU
α=ZL

α=1.780,对应的决策变量的值为x*
1 =0.331,x*

2 =9.824,x*
3 =

0.119,x*
4 =0.877,x*

5 =1.509,原问题的目标函数值分别为Z1=0.712,Z2=(2.584,2.843,3.340)。从计算的

结果可以看出,α=1时的目标函数值,正好位于α=0时的目标函数值之间,在实际应用上,可以根据实际情况选

择线性加权系数与α水平进行计算。
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4小结

本文讨论了具有凸模糊数常量的多目标模糊正项几何规划的一种解法,首先利用线性加权的方法将多目标

问题转化为单目标规划问题,再利用Zadeh的扩张原理将问题转化求两个双层规划,最后利用正项几何规划的

对偶规划理论将双层规划转化为单层普通正项几何规划问题。
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Abstract:Multi-objectiveposynomialgeometricprogramming(MPGP)isastrongtoolforsolvingatypeofoptimizationproblem.
Whentheparametersintheproblemarefuzzynumber,thecalculatedobjectivevalueshouldbefuzzynumberaswell.Thispaperde-
velopsasolutionproceduretosolvemulti-objectivefuzzyposynomialgeometricprogramming(MFPGP)withfuzzynumbercoeffi-
cients.Firstly,MFPGPistransformedtoasingleobjectivefuzzyposynomialgeometricprogrammingbylinearweighted-summeth-
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