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单位圆内高阶线性微分方程解与小函数的关系
*

金 瑾

(毕节学院 数学系,贵州 毕节551700)

摘要:利用亚纯函数的Nevanlinna的基本理论和方法,研究了系数是单位圆内的高阶齐次和非齐次线性微分方程解的复

振荡,讨论了系数是单位圆内的解析函数的高阶齐次和非齐次线性微分方程的解及一次导数和二次导数与其小函数之间

的关系,得到了单位圆内高阶齐次和非齐次线性微分方程的解取小函数的精确估计,推广和改进了以前一些文献的结论。
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Poincare-Klein-Koebe单值化定理确立了单位圆Δ,复平面C 及扩充复平面C
-

在复分析中的重要地位。由

于单位圆Δ与复平面C 本质上有很大不同,所以研究单位圆Δ内线性微分方程的复振荡也是个非常重要和有意

义的课题。自从Heitokangas[1]首次研究单位圆Δ内微方程的增长级以后,近些年来国内外有越来越多的学者在研

究此方面的课题,如文献[1-13]。本文在这些研究的基础上,继续讨论单位圆内高阶线性微分方程解与小函数的关

系问题,并获得了高阶线性微分方程解以及它们的一阶导数和二阶导数取其小函数的收敛指数的精确估计。
本文假设读者熟悉单位圆Δ=z:z <{ }1 和全平面C上亚纯函数的Nevanlinna值分布理论的基本结果和

标准符号[1-22]。并使用σ(f)和σ2(f)分别表示亚纯函数f(z)的增长极和超级,用λ(f)表示f(z)的零点收敛指

数,用λ
-(f)表示f(z)的不同零点收敛指数。

1定义与定理

定义1 单位圆Δ内的亚纯函数f(z)的级定义为σ(f)=lim
r→1-

log+T(r,f)

log 1
1-r

,对于单位圆Δ 内的解析函数

f(z)的级定义为σM(f)=lim
r→1-

log+log+ M(r,f)

log 1
1-r

,其中M(r,f)是f(z)在单位圆Δ内的最大模。

定义2 设f(z)单位圆Δ内的亚纯函数,如果σ(f)=lim
r→1-

T(r,f)

log 1
1-r

=¥,则称f(z)是可允许的;反之,若上式

不成立,则称f(z)是不可允许的。

定义3 单位圆Δ内的亚纯函数f(z)的超级定义为σ2(f)=lim
r→1-

log+log+T(r,f)

log 1
1-r

。

定义4 设f(z)为单位圆Δ内的解析函数,定义σM,2(f)=lim
r→1-

log+log+log+M(r,f)

log 1
1-r

。

定义5 对于单位圆Δ内的亚纯函数f(z)在Δ内的a-值点(a∈C∪{¥})序列的收敛指数λ(f-a)定义为

λ(f-a)=lim
r→1-

log+nr,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

log 1
1-r

。f(z)在Δ 内判别的a-值点(a∈C∪{¥})序列的收敛指数λ
-(f-a)定义为
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λ
-(f-a)=lim

r→1-

log+n-r,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

log 1
1-r

。

定义6 对于单位圆Δ内的亚纯函数f(z)在Δ内的a-值点(a∈C∪{¥})序列的二级收敛指数λ2(f-a)定

义为λ2(f-a)=lim
r→1-

log+log+nr,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

log 1
1-r

。f(z)在Δ 内判别的a-值点(a∈C∪{¥})序列的二级收敛指数

λ
-
2(f-a)定义为λ

-
2(f-a)=lim

r→1-

log+log+Nr,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

log 1
1-r

。

注 对于单位圆Δ内的亚纯函数f(z)在Δ内的a-值点(a∈C∪{¥})序列的收敛指数λ(f-a)也可定义为

λ(f-a)=lim
r→1-

log+Nr,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

log 1
1-r

。f(z)在Δ 内判别的a-值点(a∈C∪{¥})序列的收敛指数λ
-(f-a)定义为

λ
-(f-a)=lim

r→1-

log+Nr,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

log 1
1-r

。

对Δ内的亚纯函数f(z)在Δ内的a-值点(a∈C∪{¥})序列的二级收敛指数λ2(f-a)定义为λ2(f-a)=

lim
r→1-

log+log+Nr,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

log 1
1-r

。f(z)在Δ 内判别的a-值点(a∈C∪{¥})序列的二级收敛指数λ
-
2(f-a)定义为

λ
-
2(f-a)=lim

r→1-

log+log+Nr,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a

log 1
1-r

。这是由于

nr, 1
f-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a log
1+r
2r ≤∫

r+1-r2

r

nt, 1
f-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
t dt≤N 1+r

2
, 1
f-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a log
1+r
2r
,Nr, 1

f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a -Nr0, 1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a ≤

∫
r

r0

nt,1
f-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
t dt≤nr,1

f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

alog
r
r0
,nr,1

f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

alog
1+r
2r ≤∫

r+1-r2

r

nt,1
f-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
t dt≤

N 1+r
2
,1
f-

æ

è
ç

ö

ø
÷

alog
1+r
2r
,Nr, 1

f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a -Nr0, 1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a ≤∫
r

r0

nt, 1
f-

æ

è
ç

ö

ø
÷

a
t dt≤nr, 1

f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

a log
r
r0

定义7 设函数f(z)是单位圆Δ内的亚纯函数,则亚纯函数f(z)取小函数φ(z)的收敛指数定义为λ(f-φ)=

lim
r→1-

log+Nr,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

φ
log 11-r

。亚纯函数f(z)取小函数φ(z)的二级收敛指数定义为λ2(f-φ)=lim
r→1-

log+Nr,1f-
æ

è
ç

ö

ø
÷

φ
log 11-r

。

定理1 设A0(z)是单位圆Δ内的可允许的解析函数,A1(z),…,Ak-1(z)都是单位圆Δ内的不可允许的解

析函数,且maxσ(Aj)(j=1,2,…,k-1{ })<σ(A0)=σ<+¥,则微分方程

f(k)+Ak-1f(k-1)+Ak-2f(k-2)+…A1f′+A0f=0 (1)
的不恒为零解析解f(z),满足λ(f-φ)=λ(f′-φ)=λ(f″-φ)=σM(f)=+¥,λ2(f-φ)=λ2(f′-φ)=λ2(f″-
φ)=σM,2(f)=σ。其中φ(z)是f(z)的小函数。

定理2 设A0(z),A1(z),…,Ak-1(z),F(z)≢0是单位圆Δ内的有限级解析函数

maxσ(Aj)(j=1,2,…,k-1{ })<σ(A0)=σ<+¥,σ2(F)<σM(A0)

且 F - φ
(k)+Ak-1φ

(k-1)+…+A1φ′+A0( )φ ≢0,F′ - A0
A0F - φ

(k)+Dk-1φ
(k-1)+…+D1φ′+D0{ }φ ≢0,F″ +
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φ1
φ2

A′
0

A0F-F
æ

è
ç

ö

ø
÷′ +A

′
0

A0F-φ
(k)+Hk-1φ

(k-1)+…+H1φ′+H0( )φ ≢0。

其中 φ1(z)=A′′
1+2A′

0-A1
A″
0

A0
,φ2(z)=A′

1+A0-A1
A′
0

A0

Dk-1(z)= Ak-1-
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
,Dk-j(z)=A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A0
(j=1,2,…,k-1)

Hk-1=Ak-1-φ1
φ2
,Hk-2=2A′

k-1+Ak-1-
A″
0

A0
-φ1
φ2

Ak-1-
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

Hk-j-2=A″
k-j+2A′

k-j-1+Ak-j-2-Ak-j
A″
0

A0
-φ1
φ2

A′
k-j+Ak-j-1-Ak-j

A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
(j=1,2,…,k-3)

则微分方程 f(k)+Ak-1f(k-1)+Ak-2f(k-2)+…+A1f′(z)+A0f=F (2)
至多除去一个例外解,其它所有解f(z)满足λ(f-φ)=λ(f′-φ)=λ(f″-φ)=σM(f),λ2(f-φ)=λ2(f′-φ)=λ2
(f″-φ)=σM,2(f)=σ。其中φ(z)是f(z)的小函数。

2证明定理所需的引理

引理1[2] 设f(z)是单位圆Δ内的亚纯函数,则σ(f)≤σM(f)≤σ(f)+1。
引理2[3] 设A0(z),A1(z),…,Ak-1(z)是单位圆Δ内的解析函数,maxσ(Aj)(j=1,2,…,k-1{ })≤σ(A0)=

σ<+¥,则微分方程(1)的所有不恒为零的解f(z)满足σ(f)=+¥。
引理3[4] 设 A0(z),A1(z),…,Ak-1(z)是单位圆Δ 内的解析函数,maxσ(Aj)(j=1,2,…,k-1{ })<

σM(A0),则微分方程(1)的所有不恒为零的解f(z)满足σM(A0)=σ2(f)≥σ(A0)。
引理4[5] 设f(z)是单位圆Δ内的亚纯函数,则σ2(f)=σM,2(f)。
引理5 设 A0(z),A1(z),…,Ak-1(z)是单位圆 Δ 内的解析函数,maxσ(Aj)(j=1,2,…,k-1{ })<

σM(A0)=σ,则微分方程(1)的所有不恒为零的解f(z)满足σM(f)=+¥,σM,2(f)=σ。
证明 由已知和引理1,引理2可知,σM(f)=+¥。由已知和引理3,引理4可知,σM,2(f)=σ2(f)=σM(A0)=σ。

所以引理5成立。 证毕

引理6[1] 设非齐次微分方程(2)的所有系数在单位圆Δ内解析,则微分方程(2)的所有解都在单位圆Δ 内

解析。
引理7[4] 设A0(z),A1(z),…,Ak-1(z),F(z)≢0在单位圆Δ内的解析,maxσ(Aj)(j=1,2,…,k-1{ })≤

σM(A0)=σ<+¥,σ2(F)<σM(A0)。则微分方程(2)的所有解f(z)满足σ2(f)=λ2(f)=λ
-
2(f)=σM(A0)≥σ(A0)

至多除去一个例外解。
引理8 设A0(z),A1(z),…,Ak-1(z),F(z)≢0在单位圆Δ 内的解析,maxσ(Aj)(j=1,2,…,k-1{ })<

σM(A0)=σ<+¥,σ2(F)<σM(A0)。则微分方程(2)的所有解f(z)满足σM,2(f)=σ至多除去一个例外解。
证明 由已知和引理6知微分方程(2)的解f(z)在单位圆Δ内解析,由引理4得σ2(f)=σM,2(f)。再由引

理7知σ2(f)=λ2(f)=λ
-
2(f)=σM(A0)≥σ(A0)。所以σ2(f)=σM,2(f)=λ2(f)=λ

-
2(f)=σM(A0)=σ。 证毕

引理9[1] 设f(z)是单位圆Δ 内的亚纯函数,k是自然数,则 m r,f
(k)(z)
f(z

æ

è
ç

ö

ø
÷

) =S(r,f),其中S(r,f)=

O(log+T(r,f))+Olog 1
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

r
,r∉E,E⊂[0,1)且满足∫E

dr
1-r<+¥。若f(z)是有穷级,则mr,f

(k)(z)
f(z

æ

è
ç

ö

ø
÷

) =

Olog 1
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

r
。

引理10 设f(z)≢0是微分方程(1)的解,g(z)=f(z)-φ(z),则
g(k)+Ak-1g(k-1)+Ak-2g(k-2)+…+A1g′+A0g=- φ

(k)+Ak-1φ
(k-1)+…+A1φ′+A0( )φ (3)

证明 因为g(z)=f(z)-φ(z),则 f
(k-j)=g(k-j)+φ

(k-j)(j=0,1,2,…,k) (4)
将(4)式代入微分方程(1)并整理得g(k)+Ak-1g(k-1)+Ak-2g(k-2)+…A1g′+A0g=-(φ

(k)+Ak-1φ
(k-1)+…+

A1φ′+A0φ)。 证毕

引理11 设f(z)≢0是微分方程(1)的解,w(z)=f′(z)-φ(z),则
w(k)+Dk-1w(k-1)+…+D1w′+D0w=- φ

(k)+Dk-1φ
(k-1)+…+D1φ′+D0( )φ (5)

其中Dk-1(z)= Ak-1-
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
,Dk-j-1(z)=A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A0
(j=1,2,…,k-1)。
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证明 将微分方程(1)的两边求导得 f(k+1)+Ak-1f(k)+∑
k-1

j=1 A′
k-j+Ak-j-( )1 f(k-j)+A′

0f=0 (6)

再由微分方程(1)得 f=-1A0
f(k)+Ak-1f(k-1)+…+A2f″+A1f( )′ (7)

将(7)式代入(6)式并整理得 f(k+1)+ Ak-1-A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k)+∑

k-1

j=1
A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k-j)=0 (8)

又由w(z)=f′(z)-φ(z)可得f′=w+φ,f
(k-j+1)=w(k-j)+φ

(k-j)(j=0,1,…,k) (9)
将(9)式代入微分方程(8)并整理得

w(k)+ Ak-1-A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
w(k-1)+∑

k-1

j=1
A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
w(k-j-1)=

- φ
(k)+ Ak-1-A′

0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
φ
(k-1)+∑

k-1

j=1
A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
φ
(k-j-1{ })

令 Dk-1(z)= Ak-1-
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
,Dk-j(z)=A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A0
(j=1,2,…,k-1)

将其代入上式得 w(k)+Dk-1w(k-1)+…+D1w′+D0w=- φ
(k)+Dk-1φ

(k-1)+…+D1φ′+D0( )φ 。所以引理11
成立。 证毕

引理12 设f(z)≢0是微分方程(1)的解,h(z)=f″(z)-φ(z),则
h(k)+Hk-1h(k-1)+Hk-2h(k-2)+…+H1h′+H0h=-φ

(k)+Hk-1φ
(k-1)+Hk-2φ

(k-2)+…+H1φ′+H0( )φ (10)

其中φ1(z)=A″
1+2A′

0-A1
A″
0

A0
,φ2(z)=A′

1+A0-A1
A′
0

A0
。Hk-1=Ak-1-φ1

φ2
,Hk-2=2A′

k-1+Ak-1-
A″
0

A0
-

φ1
φ2

Ak-1-
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
,Hk-j-2=A″

k-j+2A′
k-j-1+Ak-j-2-Ak-j

A″
0

A0
-φ1
φ2

A′
k-j+Ak-j-1-Ak-j

A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
(j=1,2,…,k-3)。

证明 对微分方程(6)两边求导并整理得

f(k+2)+Ak-1f(k+1)+ 2A′
k-1+Ak-( )1 f(k)+

∑
k-2

j=1
A″

k-j+2A′
k-j-1+Ak-j-( )2 f(k-j)+ A′′

1+2A′( )0 f′ +A″
0f=0 (11)

将(7)式代入微分方程(11)并整理得

f(k+2)+Ak-1f(k+1)+ 2A′
k-1+Ak-1-A″

0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k)+∑

k-2

j=1
A″

k-j+2A′
k-j-1+Ak-j-2-Ak-j

A″
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k-j)+

A1
′′ +2A′

0-A1·A″
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f′ =0 (12)

令 φ1(z)=A′′
1+2A′

0-A1
A″
0

A0
,φ2(z)=A′

1+A0-A1
A′
0

A0
(13)

由(13)式和微分方程(8)可得

f′ =-1
φ2

f(k+1)+ Ak-1-A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k{ )+∑

k-2

j=1
A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k-j) (14)

将(14)式代入微分方程(12)并整理得 f(k+2)+ Ak-1-φ1
φ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
f(k+1)+ 2A′

k-1+Ak-1-A″
0

A0-φ1
φ2

Ak-1-A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k)+

∑
k-2

j=1
A″

k-j+2A′
k-j-1+Ak-j-2-Ak-j

A″
0

A0
-φ1
φ2

A′
k-j+Ak-j-1-Ak-j

A″
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k-j)=0 (15)

令 Hk-1=Ak-1-φ1
φ2
,Hk-2=2A′

k-1+Ak-1-
A″
0

A0
-φ1
φ2

Ak-1-
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0

Hk-j-2=A″
k-j+2A′

k-j-1+Ak-j-2-Ak-j
A″
0

A0
-φ1
φ2

A′
k-j+Ak-j-1-Ak-j

A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
(j=1,2,…,k-2) (16)

将(16)式代入微分方程(15)并整理得 f(k+2)+Hk-1f(k+1)+Hk-2f(k+1)+…+H1f‴+H0f″=0 (17)
又由h(z)=f″-φ,则 f″=h+φ,f

(k-j)=h(k-j-2)+φ
(k-j-2)(j=1,2,…,k-1),f(k)=h(k-2)+φ

(k-2) (18)
将(18)式代入微分方程(17)并整理得

h(k)+Hk-1h(k-1)+Hk-2h(k-2)+…+H1h′+H0h=-(φ
(k)+Hk-1φ

(k-1)+Hk-2φ(k-2)+…+H1φ′+H0φ) 证毕

引理13 设f(z)≢0是微分方程(2)的解,p(z)=f(z)-φ(z),则
p(k)+Ak-1p(k-1)+Ak-2p(k-2)+…+A1p′+A0p=F- φ

(k)+Ak-1φ
(k-1)+…+A1φ′+A0( )φ (19)

证明 因为p(z)=f(z)-φ(z),则 f
(k-j)=p(k-j)+φ

(k-j)(j=0,1,…,k) (20)
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将(20)式代入微分方程(2)并整理得

p(k)+Ak-1p(k-1)+Ak-2p(k-2)+…+A1p′+A0p=F- φ
(k)+Ak-1φ

(k-1)+…+A1φ′+A0( )φ 证毕

引理14 设f(z)≢0是微分方程(1)的解,u(z)=f′(z)-φ(z),则
u(k)+Dk-1u(k-1)+Dk-2u(k-2)+…+D1u′+D0u=

F′-A′
0

A0
F- φ

(k)+Dk-1φ
(k-1)+Dk-1φ

(k-2)+…+D1φ′+D0{ }φ (21)

证明 将微分方程(2)的两边求导得

f(k+1)+Ak-1f(k)+∑
k-1

j=1 A′
k-j+Ak-j-( )1 f(k-j)+A′

0f=F′ (22)

再由微分方程(2)得 f=-1A0
f(k)+Ak-1f(k-1)+…+A2f″+A1f′-( )F (23)

将(23)式代入微分方程(22)并整理得

f(k+1)+ Ak-1-A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k)+∑

k-1

j=1
A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k-j)+A′

0

A0
F-F′ =0 (24)

又由u(z)=f′(z)-φ(z)可得 f(k-j+1)=u(k-j)+φ
(k-j)(j=0,1,…,k) (25)

将(25)式代入微分方程(24)并整理得

u(k)+ Ak-1-A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
u(k-1)+∑

k-1

j=1
A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
u(k-j-1)=F′ -A′

0

A0
F-

φ
(k)+ Ak-1-A′

0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
φ
(k-1)+∑

k-1

j=1
A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
φ
(k-j-1{ })

又由Dk-1(z)= Ak-1-
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
,Dk-j(z)=A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A0
(j=1,2,…,k-1),故u(k)+Dk-1u(k-1)+

Dk-2u(k-2)+…+D1u′+D0u=F′-A′
0

A0
F- φ

(k)+Dk-1φ
(k-1)+Dk-2φ

(k-2)+…+D1φ′+D0{ }φ 。 证毕

引理15 设f(z)≢0是微分方程(2)的解,v(z)=f″(z)-φ(z)。则

v(k)+Hk-1v(k-1)+Hk-2v(k-2)+…+H1v′+H0v=F″+φ1
φ2

A′
0

A0
F-Fæ

è
ç

ö

ø
÷′ +

A′
0

A0
F- φ

(k)+Hk-1φ
(k-1)+Hk-2φ

(k-2)+…+H1φ′+H0( )φ (26)

其中φ1(z)=A′′
1+2A′

0-A1
A″
0

A0
,φ2(z)=A′

1+A0-A1
A′
0

A0
。Hk-1=Ak-1-φ1

φ2
,Hk-2=2A′

k-1+Ak-1-
A″
0

A0
-

φ1
φ2

Ak-1-
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
,Hk-j-2=A″

k-j+2A′
k-j-1+Ak-j-2-Ak-j

A″
0

A0
-φ1
φ2

A′
k-j+Ak-j-1-Ak-j

A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
(j=1,2,…,k-3)。

证明 对微分方程(22)两边求导并整理得

f(k+2)+Ak-1f(k+1)+ 2A′
k-1+Ak-( )1 f(k)+

∑
k-2

j=1
A″

k-j+2A′
k-j-1+Ak-j-( )2 f(k-j)+ A′′

1+2A′( )0 f′ +A″
0f=F″ (27)

将(23)式代入微分方程(27)并整理得

f(k+2)+Ak-1f(k+1)+ 2A′
k-1+Ak-1-A″

0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k)+∑

k-2

j=1
A″

k-j+2A′
k-j-1+Ak-j-2-Ak-j

A″
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k-j)+

A′′
1+2A′

0-A1eaz·A″
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f′ -A″

0

A0
F=F″ (28)

由(24)和(13)式可得 f′ =-1
φ2

f(k+1)+ Ak-1-A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k{ )+∑

k-2

j=1
A′

k-j+Ak-j-1-Ak-j
A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k-j) (29)

将(29)式代入微分方程(28)并整理得

f(k+2)+ Ak-1-φ1
φ

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
f(k+1)+ 2A′

k-1+Ak-1-A″
0

A0-
φ1
φ2

Ak-1-A′
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

æ

è
ç

ö

ø
÷

0
f(k)+∑

k-2

j=1
A″

k-j+2A′
k-j-1+Ak-j-2-Ak-j

A″
0

A0
æ

è
ç -

φ1
φ2

A′
k-j+Ak-j-1-Ak-j

A″
0

A
æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø
÷

0
f(k-j)+φ1

φ2
F′ -A′

0

A0

æ

è
ç

ö

ø
÷F -A″

0

A0
F-F″ =0 (30)

由(16)式和微分方程(30)得
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f(k+2)+Hk-1f(k+1)+Hk-2fk+…+H1f‴+H0f″+φ1
φ2

F′-A′
0

A0

æ

è
ç

ö

ø
÷F -A″

0

A0
F-F″=0 (31)

又由v(z)=f″-φ得 f(k-j+2)=v(k-j)+φ
(k-j)(j=0,1,…,k) (32)

将(32)式代入微 分 方 程(31)并 整 理 得v(k)+Hk-1v(k-1)+Hk-2v(k-2)+…+H1v′+H0v=A″
0

A0
F+F″-

φ1
φ2

F′-A′
0

A0

æ

è
ç

ö

ø
÷F - φ

(k)+Hk-1φ
(k-1)+Hk-2φ

(k-2)+…+H1φ′+H0( )φ 。 证毕

3证明的定理

定理1的证明 设f(z)≢0是微分方程(1)在单位圆Δ内解析解,由引理5得σM(f)=+¥,σM,2(f)=σ。
令g(z)=f(z)-φ(z),w(z)=f′(z)-φ(z),h(z)=f″(z)-φ(z),则f(z),f′(z),f″(z)取小函数φ(z)的点

分别是g(z),w(z),h(z)的零点。且有σM(g)=σM(f-φ)=σ(f′-φ)=σ(f″-φ)=σM(f)=σM(w)=σM(h),

λ(f-φ)=λ(f′-φ)=λ(f″-φ)=λ
-(f)=λ

-(g)=λ
-(w)=λ

-(h),λ2(f-φ)=λ2(f′-φ)=λ2(f″-φ)=λ
-
2(g)=

λ
-
2(w)=λ

-
2(h),σM,2(f-φ)=σM,2(f′-φ)=σM,2(f″-φ)=σM,2(g)=σM,2(w)=σM,2(h)=σM,2(f)。

因为A0(z)是单位圆Δ内的可允许的解析函数,A1(z),…,Ak-1(z)都是单位圆Δ 内的不可允许的解析函

数,故 φ
(k)+Ak-1φ

(k-1)+…+A1φ′+A0φ≢0。若不然就有φ
(k)(z)+Ak-1(z)φ

(k-1)(z)+…+A1(z)φ′(z)+

A0(z)φ(z)=0。则A0(z)=φ
(k)(z)
φ(z)

+Ak-1(z)φ
(k-1)(z)
φ(z)

+…+A1(z)φ
′(z)
φ(z)

。由 引 理9知 m(r,A0)≤

∑
k

j=1mr,φ
(j)æ

è
ç

ö

ø
÷

φ
+∑

k-1

j=1mr,A( )j =Olog+ 1
1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

r
。这与A0(z)是单位圆Δ 内的可允许的解析函数,A1(z),

…,Ak-1(z)都是单位圆Δ内的不可允许的解析函数矛盾。故φ
(k)+Ak-1φ

(k-1)+…+A1φ′+A0φ≢0。同理可证

 φ
(k)+Dk-1φ

(k-1)+…+D1φ′+D0φ≢0,φ
(k)+Hk-1φ

(k-1)+…+H1φ′+H0φ≢0。
由引理10的(3)式可知,g(z)的阶数大于k的零点都是φ

(k)(z)+Ak-1(z)φ
(k-1)(z)+…+A1(z)φ′(z)+

A0(z)φ(z)的零点,故有Nr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

g ≤kN r,1æ

è
ç

ö

ø
÷

g +Nr, 1
φ
(k)+Ak-1φ

(k-1)+…+A1φ′+A0

æ

è
ç

ö

ø
÷

φ
。同理由引理11和引

理12可得 Nr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

w ≤kN r,1æ

è
ç

ö

ø
÷

w +Nr, 1
φ
(k)+Dk-1φ

(k-1)+…+D1φ′+D0

æ

è
ç

ö

ø
÷

φ

Nr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

h ≤kN r,1æ

è
ç

ö

ø
÷

h +Nr, 1
φ
(k)+Hk-1φ

(k-1)+…+H1φ′+H0

æ

è
ç

ö

ø
÷

φ
另一方面由引理10,引理11和引理12可得

1
φ
(k)+Ak-1φ

(k-1)+…+A1φ′+A0φ
-g

(n)

g -An-1
g(n-1)

g -…-A1
g′

g-Aæ

è
ç

ö

ø
÷0 =1g

1
φ
(k)+Dk-1φ

(k-1)+…+D1φ′+D0φ
-w(k)

w -Dk-1
w(k-1)

w -…-D1
w′

w -Dæ

è
ç

ö

ø
÷0 =1w

1
φ
(k)+Hk-1φ

(k-1)+…+H1φ′+H0φ
-h

(k)

h -Hk-1
h(k-1)

h -…-H1
h′

h-Hæ

è
ç

ö

ø
÷0 =1h

所以 mr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

g ≤∑
k-1

j=0O m(r,Aj( ))+O m(r,φ( ))+Olog+T(r,g( ))+Olog+ 1
1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

mr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

w ≤∑
k-1

j=0O m(r,Dj( ))+O m(r,φ( ))+Olog+T(r,w( ))+Olog+ 1
1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

mr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

h ≤∑
k-1

j=0O m(r,Hj( ))+O m(r,φ( ))+Olog+T(r,h( ))+Olog+ 1
1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

r

其中r∉E⊂ [0,1),∫E

dr
1-r<

¥。所以对 ∀ε>0,存在正常数C使得

T(r,g)=Tr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

g +O(1)≤kN r,1æ

è
ç

ö

ø
÷

g +O m(r,φ( ))+C 1
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

r
σ+ε

T(r,w)=Tr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

w +O(1)≤kN r,1æ

è
ç

ö

ø
÷

w +O m(r,φ( ))+C 1
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

r
σ+ε

T(r,h)=Tr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

h +O(1)≤kN r,1æ

è
ç

ö

ø
÷

h +O m(r,φ( ))+C 1
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

r
σ+ε

又φ(z)是f(z)的小函数,因此微分方程(1)的所有解析解f(z)满足
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λ(f-φ)=λ(f′-φ)=λ(f″-φ)=σM(f),λ2(f-φ)=λ2(f′-φ)=λ2(f″-φ)=σM,2(f)=σ 证毕

定理2的证明 因为A0(z),A1(z),…,Ak-1(z),F(z)≢0是单位圆Δ内的有限级解析函数,由引理6可知微

分方程的解f(z)也是解析函数。由引理8可得微分方程(2)至多有一个例外解,其它所有解f(z)都满足σM,2(f)=σ。
令p(z)=f(z)-φ(z),u(z)=f′(z)-φ(z),v(z)=f″(z)-φ(z),则f(z),f′(z),f″(z)取小函数φ(z)的点

分别是p(z),u(z),v(z)的零点。且有σM(p)=σM(f-φ)=σ(f′-φ)=σ(f″-φ)=σM(f)=σM(u)=σM(v),λ(f

-φ)=λ(f′-φ)=λ(f″-φ)=λ
-(f)=λ

-(p)=λ
-(u)=λ

-(v),λ2(f-φ)=λ2(f′-φ)=λ2(f″-φ)=λ
-
2(f)=λ

-
2(p)=

λ
-
2(u)=λ

-
2(v),σM,2(f-φ)=σM,2(f′-φ)=σM,2(f″-φ)=σM,2(p)=σM,2(u)=σM,2(v)=σM,2(f)。

因为 F- φ
(k)+Ak-1φ

(k-1)+…+A1φ′+A0( )φ ≢0,F′-A0

A0
F- φ

(k)+Dk-1φ
(k-1)+…+D1φ′+D0{ }φ ≢0

F″+φ1
φ2

A′
0

A0
F-Fæ

è
ç

ö

ø
÷′ +A′

0

A0
F- φ

(k)+Hk-1φ
(k-1)+…+H1φ′+H0( )φ ≢0

由引理13、引理14、引理15及应用定理1的证明方法可得,对∀ε>0,存在正常数C使得

T(r,p)=Tr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

p +O(1)≤kN r,1æ

è
ç

ö

ø
÷

p +O m(r,φ( ))+O T(r,F( ))+C 1
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

r
σ+ε

T(r,u)=Tr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

u +O(1)≤kN r,1æ

è
ç

ö

ø
÷

u +O m(r,φ( ))+O T(r,F( ))+C 1
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

r
σ+ε

T(r,v)=Tr,1æ

è
ç

ö

ø
÷

v +O(1)≤kN r,1æ

è
ç

ö

ø
÷

v +O m(r,φ( ))+O T(r,F( ))+C 1
1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

r
σ+ε

由于F(z)是单位圆Δ内的有限级解析函数,φ(z)是f(z)的小函数,因此微分方程(2)有所有解f(z)满足

λ(f-φ)=λ(f′-φ)=λ(f″-φ)=σM(f),λ2(f-φ)=λ2(f′-φ)=λ2(f″-φ)=σM,2(f)=σ 证毕
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TheBetweenSolutionsofHigherOrderLinearDifferential
EquationsandSmallFunctionsintheUnitDisc

JINJin
(MathematicsDepartment,BijieUniversity,BijieGuizhou551700,China)

Abstract:Inthispaper,weappliedtheNevanlinnavaluedistributiontheoryandmethodsandinvestigatedthecomplexoscillationof
thehigherorder:thehomogeneousandnonhomogeneouslineardifferentialequationswhosecoefficientsareanalyticfunctionsinthe
unitdisc.Wealsoinvestigatetherelationbetweensolutionsofthehigherorderhomogeneousandnonhomogeneouslineardifferential
equationwithcoefficientsareanalyticfunctionsintheunitdiscandtheirsmallerfunctions,growth.Weobtainsomepreciseestima-
tionsbetween1stand2ndderivativesthesolutionofthehigherorderhomogeneousandnonhomogeneouslineardifferentialequation
withcoefficientsareanalyticfunctionsintheunitdiscandtheirsmallerfunctions,whichhasgeneralizedandimprovedsomeknown
results
Keywords:unitdisc;higherorderlineardifferentialequations;smallfunctions;analyticfunction;hyperorder;exponentofconver-
gence
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