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一类非线性变号三点边值问题正解的存在性
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摘要:考虑非线性变号二阶三点边值问题u″+ ( )htf ( )( )ut =0,t∈ 0,[ ]1 ,u( )0 =αu′( )0 ,u( )1 =βu( )η ,其中α≥0,0<

β<1,η∈ 0,( )1 , ( )ht ≥0,t∈ 0,[ ]η , ( )ht ≤0,t∈ η,[ ]1 。通过运用锥上的Guo-Krasnoselskii’s不动点定理研究了上述

边值问题至少2个正解的存在性。
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二阶微分方程在应用数学与物理领域中有着极为广泛的应用背景,特别是在经典力学、化学及电学中更为

普遍。近年来,二阶边值问题受到了广泛的关注[1-6]。在文献[1]中,Bai和Feng通过运用锥上的拉伸与压缩不

动点定理证明了奇异二阶三点边值问题
u″+λq( )tft,( )u =0,0<t<1
u( )0 =βu( )η ,u( )1 =αu( ){ η

正解的存在性,其中0≤α≤β<1,λ>0为

参数,f:0,[ ]1 × 0,+[ )¥ → 0,+[ )¥ ,q∈ 0,( )1 → 0,[ )¥ 。
本文考虑变号二阶三点边值问题

u″+ ( )htf ( )( )ut =0,t∈ 0,[ ]1
u( )0 =αu′( )0 ,u( )1 =βu( ){ η

(1)

2个正解的存在性,其中α≥0,0<β<1,η∈ 0,( )1 , ( )ht ≥0,t∈ 0,[ ]η , ( )ht ≤0,t∈ η,[ ]1 。为了方便讨论,做如

下记号:f0:=lim
t→0+

( )ft
t
,f¥:=lim

t→¥

( )ft
t
,ξ=

1
α1-( )β +1-βη

,δ= 1-( )βη
21-( )η

,μ=minβ,
1-β{ }2

及

    Δ= α
1+αminβ,

1-η
α+{ }η

     (2)     Δ1= max
t∈ 0,[ ]1∫

η

0
Gt,( )sh+ ( )s ds (3)

Δ2=μ max
t∈ 0,[ ]1∫

β+1η
2

βη
Gt,( )sh+ ( )s ds (4)

为了讨论(1)式正解的存在性,做如下假设

(H1)f∈C 0,+[ )¥ ,0,+[ )( )¥ ,且非减。
(H2)h∈C 0,[ ]1 ,( )R 且 ( )ht ≥0,t∈ 0,[ ]η ; ( )ht ≤0,t∈ η,[ ]1 .另外,对于 0,[ ]1 上的任一子区间, ( )ht ≠0。
(H3)Δδh+ η-δ( )t ≥h- η+( )t ,t∈ 0,1-[ ]η ,其中h+ ( )t =max ( )ht ,{ }0 ,h- ( )t =-min ( )ht ,{ }0 。
本文主要结果是定理1。

定理1 设(H1)~(H3)成立,若以下条件成立:i)f0=f¥=¥;ii)存在常数 N0>0,使得f( )u ≤N0

Δ1
,u∈

0,N[ ]0 ,其中Δ1 如(3)式所示。则变号二阶三点边值问题(1)至少存在u1,u22个正解,且满足0<‖u1‖<
N0<‖u2‖。

以上定理的证明用到的是Guo-Krasnoselskii,s不动点定理。
定理2[7-8] 设E 是Banach空间,K⊂E 是锥,Ω1 和Ω2 是E 中有界开集,0∈Ω1,Ω1⊂Ω2,A:K∩ Ω2\Ω( )1 →

K 全连续,若 A 满足:i)‖Au‖≤‖u‖,u∈K∩∂Ω1,且‖Au‖≥‖u‖,u∈K∩∂Ω2;或ii)‖Au‖≥

‖u‖,u∈K∩∂Ω1,且‖Au‖≤‖u‖,u∈K∩∂Ω2,则A 在K∩ Ω2\Ω( )1 中必存在不动点。
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1预备引理

为了得到本文的主要结果,需要以下几个重要的引理。

引理1 如果y∈E,则边值问题
u″+y( )t =0,t∈ 0,[ ]1
u( )0 =αu′( )0 ,u( )1 =βu( ){ η

存在唯一解 ( )ut =∫
1

0
Gt,( )sy ( )s ds,格林函

数Gt,( )s =
G1t,( )s ,0≤t≤η
G2t,( )s ,η<t≤{ 1

,其中

G1t,( )s =
g11t,( )s =ξ α+( )s 1-t+βt-( )( )[ ]η ,0≤s≤t
g12t,( )s =ξ α+( )t 1-s+βs-( )( )[ ]η ,t<s≤η
g13t,( )s =ξα+( )t 1-( )s ,η<s≤

ì

î

í

ï
ï

ïï 1

G2t,( )s =
g21t,( )s =ξα+( )s 1-t+βt-( )[ ]η ,0≤s≤η
g22t,( )s =ξ α+( )s 1-( )t +βt-( )s α+( )[ ]η ,η<s≤t
g23t,( )s =ξα+( )t 1-( )s ,t<s≤

ì

î

í

ï
ï

ïï 1
引理2 格林函数Gt,( )s 满足如下性质:i)Gt,( )s ≥0,t,( )s ∈ 0,[ ]1 × 0,[ ]1 ;ii)Gt,s( )1 ≥ΔGt,s( )2 ,

t∈ 0,[ ]1 ,s1∈
(β+1)η
2

,é

ë
êê

ù

û
úúη ,s2∈ η,[ ]1 ,其中Δ如(2)式所示。

证明 很容易可以证明Gt,( )s ≥0,t,( )s ∈ 0,[ ]1 × 0,[ ]1 。下面分2种情况来证明性质ii)。

对于0≤t≤η。当s1∈
(β+1)η
2

,é

ë
êê

ù

û
úút ,s2∈ η,[ ]1 时,有

Gt,s( )1

Gt,s( )2
=G1t,s( )1

G1t,s( )2
=g11t

,s( )1

g13t,s( )2
= α+s( )1 1-t+βt-( )( )η

α+( )t 1-s( )2
≥ α
α+η

≥α+1α+η
· α
α+1minβ,

1-η
α+{ }η

≥Δ

当s1∈t,( ]η ,s2∈ η,[ ]1 时,有

Gt,s( )1

Gt,s( )2
=G1t,s( )1

G1t,s( )2
=g12t

,s( )1

g13t,s( )2
= α+( )t 1-s1+βs1-( )( )η

α+( )t 1-s( )2
≥ α
α+η

≥Δ

对于η<t≤1。当
(β+1)η
2 ≤s1≤η,η≤s2≤t时,有

Gt,s( )1

Gt,s( )2
=G2t,s( )1

G2t,s( )2
=g21t

,s( )1

g22t,s( )2
= α+s( )1 1-t+βt-( )[ ]η

α+s( )2 1-( )t +βt-s( )2 α+( )[ ]η
≥ 2α+(β+1)[ ]ηβ1-( )η
2α+( )η 1-βη+β( )-1[ ]t ≥

2α+(β+1)[ ]ηβ1-( )η
2βα+( )η

≥ 2α+
(β+1)[ ]ηβ1-( )η

2max1-η,βα+( ){ }η
≥α+βηα+1minβ,

1-η
α+{ }η

≥Δ

当
(β+1)η
2 ≤s1≤η,t<s2≤1时,有

Gt,s( )1

Gt,s( )2
=G2t,s( )1

G2t,s( )2
=g21t

,s( )1

g23t,s( )2
= α+s( )1 1-t+βt-( )[ ]η

α+( )t 1-s( )2
≥

2α+(β+1)[ ]ηβ1-( )η
2α( )+1 1-( )η

= 2α+
(β+1)[ ]ηβ

2α( )+1 ≥Δ 证毕

设Banach空间E=C 0,[ ]1 且其范数为‖u‖= max
t∈ 0,[ ]1

( )ut 。令C+
0 0,[ ]1 = u∈E:min

t∈ 0,[ ]1
( )ut ≥0{ 且

u( )0 =αu′( )0 ,u( )1 =βu( ) }η ,P= u∈C+
0 0,[ ]1{ : ( )ut 是凹的,t∈ 0,[ ]η ; ( )ut 是凸的,t∈ η,[ ] }1 ,显然 P 为E

中的锥。定义算子T:P→P,( ) ( )Tu t =∫
1

0
Gt,( ) ( )shsfs, ( )( )us ds,t∈ 0,[ ]1 。

引理3 设u∈P,则 ( )ut 满足如下性质:i) ( )ut ≥γ( )tu ( )η ,t∈ 0,[ ]η ; ( )ut ≤γ( )tu ( )η ,t∈ η,[ ]1 ,其中

γ( )t =

t
η
,t∈ 0,[ ]η

β( )-1t+1-βη
1-η

,t∈ η,[ ]

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 1

;ii)当t∈ βη,
(β+1)ηé

ë
êê

ù

û
úú2
时,有 ( )ut ≥μ‖u‖,其中μ=minβ,

1-β{ }2
。

证明 i)由于u∈P,在 0,[ ]η 上u 为凹的,在 η,[ ]1 上u为凸的,且u( )0 =αu′( )η ,u( )1 =βu( )η 。当

t∈ 0,[ ]η 时,有 ( )ut ≥u( )0 +u( )η -u( )0
η

t=t
η
u ( )η ;当t∈ η,[ ]1 时,有 ( )ut ≤u( )1 +u( )η -u( )1

1-η
1-( )t =
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β( )-1t+1-βη
1-η

u( )η 。

ii)由于‖u‖= max
t∈ 0,[ ]1

( )ut = max
t∈ 0,[ ]η

( )ut 。令τ=infζ∈ 0,[ ]η :max
t∈ 0,[ ]η

( )ut =u( ){ }ζ 。下面分2种情况

来讨论。

当t∈ 0,[ ]τ 时,有 ( )ut ≥u( )0 +u( )τ -u( )0
τ t=tu( )τ

τ +τ-( )tu( )0
τ ≥t

η
u( )τ =t

η
‖u‖;

当t∈ τ,[ ]η 时,有 ( )ut ≥u( )τ +u( )η -u( )τ
η-τ

t-( )τ ≥ η-( )tu( )τ
η

= η-tæ

è
ç

ö

ø
÷

η
‖u‖。

从而,对∀t∈ 0,[ ]η ,有 ( )ut ≥mint
η
,η-t{ }η

‖u‖,即有 min
t∈ βη,

(β+1)η[ ]2

( )ut ≥minβ,
1-β{ }2 ‖u‖=μ‖u‖。 证毕

引理4 设(H1)~(H3)成立,则对于任意的D∈ 0,+[ )¥ ,有

∫
η

(1+β)η
2

Gt,( )sh+ ( )sf Dγ ( )( )s ds≥∫
1

η
Gt,( )sh- ( )sf Dγ ( )( )s ds

证明 对任意的ε∈ 0,1-[ ]η ,有γη-( )δε =1- 1-( )βε
21-( )η

,γη+( )ε =1- 1-( )βε
1-η

。由于f 非减,对∀ε∈

0,1-[ ]η ,有f1- 1-
( )βε
21-( )

æ

è
ç

ö

ø
÷

η
≥f1- 1-

( )βε
1-

æ

è
ç

ö

ø
÷

η
。

设s=η-δε,ε∈ 0,1-[ ]η ,对于∀D∈ 0,+[ )¥ ,据引理2中ii)和(H3),可得

∫
η

(β+1)η
2

Gt,( )sh+ ( )sf Dγ ( )( )s ds=-δ∫
0

1-η
Gt,η-( )δε h+ η-( )δε f Dγη-( )( )δε dε≥

δΔ∫
1-η

0
Gt,η+( )εh+ η-( )δε f 1- 1-( )βε

21-( )
æ

è
ç

ö

ø
÷

η
æ

è
ç

ö

ø
÷D dε≥∫

1-η

0
Gt,η+( )εh- η+( )εf 1- 1-( )βε

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

η
æ

è
ç

ö

ø
÷D dε

再令s=η+ε,ε∈ 0,1-[ ]η ,对于∀D∈ 0,+[ )¥ ,有

∫
1

η
Gt,( )sh- ( )sf Dγ ( )( )s ds=∫

1-η

0
Gt,η+( )εh- η+( )εf 1- 1-( )βε

1-
æ

è
ç

ö

ø
÷

η
æ

è
ç

ö

ø
÷D dε 证毕

引理5 设 (H1)~(H3)成立,则算子T 是全连续的。
证明 由于T:P→P,函数f非减,据引理3中的i)和引理4可得

∫
1

(β+1)η
2

Gt,( ) ( )shsf ( )( )us ds=∫
η

(β+1)η
2

Gt,( )sh+ ( )sf ( )( )us ds-∫
1

η
Gt,( )sh- ( )sf ( )( )us ds≥

∫
η

(β+1)η
2

Gt,( )sh+ ( )sfγ( )su( )( )η ds-∫
1

η
Gt,( )sh- ( )sfγ( )su( )( )η ds≥0

因而 ( ) ( )Tu t =∫
1

0
Gt,( ) ( )shsf ( )( )us ds=∫

(β+1)η
2

0
Gt,( )sh+ ( )sf ( )( )us ds+

∫
η

(β+1)η
2

Gt,( ) ( )shsf ( )( )us ds≥∫
(β+1)η
2

0
Gt,( )sh+ ( )sf ( )( )us ds≥0

再由于 ( ) ( )Tu′′t =-h+ ( )tf ( )( )ut ≤0,t∈ 0,[ ]η ,( ) ( )Tu′′t =h- ( )tf ( )( )ut ≥0,t∈ η,[ ]1 。那么由Arze-
la-Ascoli定理可知,T 是全连续的。 证毕

2定理的证明

分3步来证明定理1。第1步,由于f0=¥,存在N1∈ 0,N( )0 ,使得f( )u ≥λu且λΔ2≥1,其中0<u≤N1,

λ>0,Δ2 如(4)式所示。
令ΩN1= u∈P:‖u‖<N{ }1 。对于∀u∈P∩∂ΩN1

,有

‖Tu‖ ≥ max
t∈ 0,[ ]1∫

(β+1)η
2

βη
Gt,( )sh+ ( )sf ( )( )us ds≥λμ‖u‖ max

t∈ 0,[ ]1∫
(β+1)η
2

βη
Gt,( )sh+ ( )s ds=λ‖u‖Δ2 ≥ ‖u‖

即有

‖Tu‖≥‖u‖,u∈P∩∂ΩN1
(5)

第2步,由于f¥=¥,存在N2>N0,使得f( )u ≥ρu且ρΔ2≥1,其中u≥N2,ρ>0。令N3=max2N0,
N2{ }μ

,
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ΩN3= u∈P:‖u‖<N{ }3 。由于u∈P,‖u‖=N3,据引理3中ii)可得

( )ut ≥μ‖u‖=μN3≥N2,t∈ βη,
(β+1)ηé

ë
êê

ù

û
úú2

因此,‖Tu‖≥ max
t∈ 0,[ ]1∫

(β+1)η
2

βη
Gt,( )sh+ ( )sf ( )( )us ds≥ρμ‖u‖ max

t∈ 0,[ ]1∫
(β+1)η
2

βη
Gt,( )sh+ ( )sds=ρ‖u‖Δ2≥

‖u‖,即有 ‖Tu‖≥‖u‖,u∈P∩∂ΩN3
(6)

第3步,令ΩN0
:= u∈P:‖u‖<N{ }0 。据定理1中ii)可知,对于∀u∈P∩∂ΩN0

,有

( )Tut ≤∫
η

0
Gt,( )sh+ ( )sf ( )( )us ds≤Δ1N0

Δ1 =‖u‖

即有 ‖Tu‖≤‖u‖,u∈P∩∂ΩN0
(7)

由于N1<N0<N3,据(5)~(7)式及定理2可得,T 有2个不动点u1∈P∩ ΩN0\ΩN( )
1

和u2∈P∩

ΩN3\ΩN( )
0
。

综上可知,变号二阶三点边值问题(1)存在u1,u22个正解,且满足0<‖u1‖<N0<‖u2‖。
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TheExistenceofPositiveSolutionsforNonlinear
Three-pointBoundaryValueProblemwithChangeofSign
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Abstract:Thispaperisconcernedthefollowingnonlinearsecondorderthree-pointboundaryvalueproblemu″+ ( )htf ( )( )ut =0,

t∈ 0,[ ]1 ,u( )0 =αu′( )0 ,u( )1 =βu( )η ,whereα≥0,0<β<1,η∈ 0,( )1 , ( )ht ≥0,t∈ 0,[ ]η , ( )ht ≤0,t∈ η,[ ]1 .
Theexistenceoftwopositivesolutionsatleastareestablishedbyusingthewell-knownGuo-Krasnoselskii’sfixed-pointtheoremin
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