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摘要:本文首先通过计算给出了对称群Sn(n≤15)的阶|Sn|,最高阶元的阶k1(Sn),次高阶元的阶k2(Sn)及第三高阶元的

阶k3(Sn)。然后利用有限单群分类定理证明了Sn(n=1,2,…,9,11,13,14)可由|Sn|和k1(Sn)刻画,即有限群G 同构于

Sn 当且仅当|G|=|Sn|且k1(G)=k1(Sn)。最后对Sn(n=10,12,15)证明了它们可由|Sn|和k1(Sn),k2(Sn)及k3(Sn)
刻画,即G同构于Sn 当且仅当|G|=|Sn|且k1(G)=k1(Sn),k2(G)=k2(Sn)及k3(G)=k3(Sn)。
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人们研究群的结构时,总是希望能够用群的最基本的特征对其进行描述。众所周知,群的阶和群中元素的

阶是群的2个基本概念,也是描述群的2个重要的数量。那么能否用这2个阶对群进行纯数量刻画,就成了群论

研究者感兴趣的一个课题。近30年里,群论研究者在这方面取得了大量的成果。令πe(G)表示群G 中元素的阶

的集合,施武杰教授在文献[1]中提出了这样的猜想:设G 为群,H 为有限单群,则G≅H 当且仅当:1)πe(G)=
πe(H);2) G = H 。经过施武杰教授、V.D.Mazurov教授等众多群论工作者的努力,证明了这一猜想是正

确的[1-8]。在研究这一猜想的过程中,也有群论研究者对非单群进行了讨论,如毕建行教授在文献[9]中证明了

对称群Sn 可由其阶及其元素的阶的集合唯一刻画。除Sn 外,还有许多有限群也可由群的阶及其元素的阶的集

合刻画,如申红在文献[10]中证明了所有散在单群的自同构群也可由其阶及其元素的阶的集合唯一刻画。由于

群中元素的阶的集合πe(G)是由群的所有元素的阶组成的集合,要得到这一集合一般是很困难的,因此本文考虑

只用部分元素的阶及群的阶来刻画有限群。令K1(G)为G 的最高阶元的阶,K2(G)为G 的次高阶元的阶,何立

官利用对称群Sn 的阶和K1(Sn)唯一刻画了S5、S6、S7[11]。本文在文献[11]的基础上利用不同的方法对对称群

Sn 作了进一步讨论,并得到了如下定理。
定理 设G 为群,Sn n≤( )15 为对称群,则G≅Sn 当且仅当:1) G = Sn ;2)Ki(G)=Ki(Sn)i≤( )3 。
本文所涉及的群均为有限群,单群均为非交换单群,Gp 为G 的一个Sylowp-子群,Ki(G)为G 的第i高阶元

的阶,其它所用的符号都是标准的[13-16]。

1预备知识

设M,N 为有限群,规定πe(M)πe(N)= mn m∈πe(M),n∈πe(N{ })。显然当m∈πe(M)时,m 的正因数也

在πe(M)中。
引理1 设G 是N 被H 的扩张,则πe(G)⊆πe(H)πe(N)。
证明 由G 是N 被H 的扩张知G/N≅H。对任意的g∈G,设gN 的阶为t,则t∈πe(H),且 g( )N t=

gtN=N。设gt=x∈N,x的阶为s∈πe(N),则gts=1,故g的阶为ts的因数。由于t的正因数都在πe(H)中,s
的正因数都在πe(N)中,所以g的阶在πe(H)πe(N)中,即πe(G)⊆πe(H)πe(N)。 证毕

引理2 设G≥M>N≥1为G 的正规群列,M=M/N 为非交换单群,则在G 中存在正规子群C,使得M≲

G/C≲Aut( )M 。

证明 令G=G/N,由文献[15]中的N/C定理知
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Aut( )M ≳ΝG(M)/CG(M)=G/CG(M)≥CG(M)M/CG(M)≅M/CG(M)∩M≅M
令C为CG(M)在G中的原像,则C为G的正规子群,且G/C≅G/CG(M)。从而M≲G/C≲Aut( )M 。 证毕

显然对称群S1、S2、S3 均可由其阶及其最高阶元的阶唯一刻画。由文献[12]知,24阶群一共有15种,对称群

S4 也可由其阶及其最高阶元的阶唯一刻画。在文献[11]中,何立官证明了S5、S6、S7 均可由其阶及其最高阶元的阶

唯一刻画,所以本文只对Sn 8≤n≤( )15 进行讨论。为了方便,下面在表1中列出了对称群Sn 8≤n≤( )15 的阶及其

一些较高阶元的阶。

表1 对称群Sn 8≤n≤( )15 的阶及其一些较高阶元的阶

Sn Sn K1(Sn) K2(Sn) K3(Sn)

S8 27·32·5·7 15
S9 27·34·5·7 20
S11 28·34·52·7·11 30
S13 210·35·52·7·11·13 60
S14 211·35·52·72·11·13 84
S10 28·34·52·7 30 21
S15 211·36·53·72·11·13 105 84

S12 210·35·52·7·11 60 42 35

2定理的证明

定理的证明将由下面的3个定理给出。
定理1 设G为群,Sn∈S8,S9,S11,S13,S }{ 14 为对称群,则G≅Sn 当且仅当:1)G = Sn ;2)K1(G)=K1(Sn)。
证明 必要性是显然的,只需证充分性。
1)当n=8时,注意到 S8 =27·32·5·

7,K1(S8)=15,证明分3步完成。
(a)G 有正规群列G≥M>N≥1,使 M/N

为非交换单群,且5·7|M/N|。
设G=G0>G1>G2>…>Gk-1>Gk=1为

G 的主群列,则存在i使得π(Gi)∩ 5,}{ 7 ≠∅,
π(Gi+1)∩ 5,}{ 7 =∅。设 M=Gi,N=Gi+1,则

G≥M>N≥1为G 的正规群列,且M=M/N 为

G=G/N 的 极 小 正 规 子 群。断 言 5,}{ 7 ⊆π
( )M 。事实上,假设7∈π ( )M ,而5∉π ( )M ,则5∈π G/( )M 。令 M7 为 M 的Sylow7-子群,由7 |G|知

M7 =7。由Frattini论断有G=NG M( )7 M,于是G/M≅NG M( )7 /NG M( )7 ∩M,故5∈π NG M( )( )7 。于是

NG M( )7 中有35阶子群,而35阶群是循环群,故G 中有35阶元,这与K1(G)=15矛盾。所以当7∈π( )M 时,5
∈π( )M 。同理可知当5∈π( )M 时,7∈π( )M ,故 5,}{ 7 ⊆π( )M 。又 5,}{ 7 ∩π( )N =∅,所以 5,}{ 7 ⊆π M/( )N 。
由于M/N 为同构单群的直积,而π M/( )N 至少包含2个不同的素数5和7,所以 M/N 为非交换单群的直积。
又由于7 |G|,从而7 |M/N|,所以M/N 为非交换单群,且5·7|M/N|。

(b)M/N≅A8。
由(a)知M/N 为非交换单群,又|M/N||S8|,且5·7|M/N|,7为 M/N 的最大素因子,由Atlas表知M/N

可能同构于A7、L3 ( )4 或A8。若M/N≅A7,则由引理2知,在G中存在正规子群C,使得Α7≲G/C≲S7,比较阶有

C =23 或22。由于πe ( )C ⊆ 1,2,4,}{ 8 ,πe S( )7 ⊆ 1,2,3,4,5,6,7,10, }{ 12 ,所以15∉πe ( )Cπe S( )7 。但由引理1
知K1 ( )G =15∈πe ( )G ⊆πe ( )CπeS( )7 ,故矛盾。若M/N≅L3 ( )4 ,则由引理2知,在G中存在正规子群C,使得L3
( )4 ≲G/C≲AutL3 ( )( )4 。由于 AutL3 ( )( )4 =28·33·5·7,比较阶知G/C≅L3 ( )4 或L3 ( )4.2。若G/C≅L3
( )4 ,则比较阶有 C =2,πe ( )C ⊆ 1,}{ 2 ,πe L3 ( )( )4 ⊆ 1,2,3,4,5,}{ 7 ,所以15∉πe ( )Cπe L3 ( )( )4 。但由引理1知

K1 ( )G =15∈πe ( )G ⊆πe ( )Cπe L3 ( )( )4 ,故矛盾。若G/C≅L3 ( )4.2,则比较阶有 C =1,从而G≅L3 ( )4.2。由文

献[14]知15∉πe L3 ( )( )4.2 ,这与K1(G)=15矛盾。综上可得M/N≅A8。
(c)G≅S8。
若M/N≅A8,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A8≲G/C≲S8。若G/C≅A8,则 C =2,G 中有

30阶元。这与K1(G)=15矛盾,故G/C≅S8,比较阶有C=1,故G≅S8。
2)当n=9时,注意到 S9 =27·34·5·7,K1(S9)=20,证明分3步完成。
(a)同1)中(a)知G 有正规群列G≥M>N≥1,使M/N 为非交换单群,且5·7|M/N|。
(b)M/N≅A9。
由(a)知M/N 为非交换单群,又|M/N||S9|,且5·7|M/N|,7为 M/N 的最大素因子,由Atlas表知

M/N 可能同构于A7、A8、L3 ( )4 或A9。若M/N≅A7,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A7≲G/C≲
S7,比较阶有 C =24·32 或23·32,于是G 中存在子群K,使得K/C≅P7,P7 为A7 或S7 的Sylow7-子群。由

C可解,P7 可解,知K 可解,且 K =24·32·7或23·32·7。从而K 中有32·7阶 Hall-子群 H,由文献[16]
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知H 中有21阶元,从而K 中有21阶元,G 中有21阶元,这与K1(G)=20矛盾,所以M/N 不同构于A7。若M/
N≅A8,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A8≲G/C≲S8。比较阶有 C =2·32 或32,同上可知G 中

有21阶元,这与K1(G)=20矛盾,所以M/N 不同构于A8。若 M/N≅L3 ( )4 ,则由引理2知,在G 中存在正规

子群C,使得L3 ( )4 ≲G/C≲AutL3 ( )( )4 。由于 AutL3 ( )( )4 =28·33·5·7,比较阶知G/C≅K,K=L3 ( )4 ,

L3 ( )4.2,L3 ( )4.3或 L3 ( )4.6,于是 C =2·32,32,2·3或3。由引理1知 K1 ( )G =20∈πe ( )G ⊆πe
( )Cπe ( )K 。但20∉πe ( )Cπe ( )K ,故矛盾。综上可得M/N≅A9。

(c)G≅S9。
若M/N≅A9,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A9≲G/C≲S9。若G/C≅A9,则 C =2,G 中有

30阶元。这与K1(G)=20矛盾,故G/C≅S9,比较阶有C=1,故G≅S9。
3)当n=11时,注意到 S11 =28·34·52·7·11,K1(S11)=30,证明分3步完成。
(a)同1)中(a)知G 有正规群列G≥M>N≥1,使M/N 为非交换单群,且7·11|M/N|。
(b)M/N≅A11。
由(a)知M/N 为非交换单群,又|M/N||S11|,且7·11|M/N|,11为M/N 的最大素因子,由Atlas表及

单群的阶知M/N 可能同构于M22或A11。若M/N≅M22,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得M22≲G/
C≲AutM( )22 。比较阶有 C =2·32·5或32·5。设C5 为C 的Sylow5-子群,则 C5 =5。由Frattini论断

有G=NG C( )5 C,且7 |G|,所以7 |NG C( )5 |,于是NG C( )5 中有子群K=C5L,且 L =7。由C5 正规于K,
L正规于K,故K=C5×L,所以K 中有35阶元,G 中有35阶元,这与K1(G)=30矛盾,所以 M/N 不同构于

M22。综上可得M/N≅A11。
(c)G≅S11。
若M/N≅A11,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A11≲G/C≲S11。若G/C≅A11,则 C =2,G 中

有42阶元。这与K1(G)=30矛盾,故G/C≅S11,比较阶有C=1,故G≅S11。
4)当n=13时,注意到 S13 =210·35·52·7·11·13,K1(S13)=60,证明分3步完成。
(a)同1)中(a)知G 有正规群列G≥M>N≥1,使M/N 为非交换单群,且11·13|M/N|。
(b)M/N≅A13。
由(a)知M/N 为非交换单群,又|M/N||S13|,且11·13|M/N|,13为 M/N 的最大素因子,由Atlas表

及单群的阶知M/N 只可能同构于A13,故M/N≅A13。
(c)G≅S13。
若M/N≅A13,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A13≲G/C≲S13。若G/C≅A13,则 C =2,G 中

有70阶元。这与K1(G)=60矛盾,故G/C≅S13,比较阶有C=1,故G≅S13。
5)当n=14时,注意到 S14 =211·35·52·72·11·13,K1(S14)=84,证明分3步完成。
(a)同1)中(a)知G 有正规群列G≥M>N≥1,使M/N 为非交换单群,且7·13|M/N|,7不整除 N 。
(b)M/N≅A14。
由(a)知M/N 为非交换单群,又|M/N||S14|,且7·13|M/N|,13为M/N 的最大素因子,由Atlas表及

单群的阶知M/N 可能同构于L2 ( )13 ,L2 ( )27 ,Sz( )8 ,L2 ( )64 ,A13或A14。若M/N≅L2 ( )13 ,L2 ( )27 ,Sz( )8 ,L2
( )64 或A13,则7 |M/N|,而72 |G|,7不整除 N ,故7|G/M|。同(a)的证明知G 中有91阶元,这与 K1

(G)=84矛盾,故M/N≅A14。
(c)G≅S14。
若M/N≅A14,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A14≲G/C≲S14。若G/C≅A14,则 C =2,G 中

有90阶元。这与K1(G)=84矛盾,故G/C≅S14,比较阶有C=1,故G≅S14。 证毕

定理2 设G为群,Sn∈S10,S }{ 15 为对称群,则G≅Sn 当且仅当:1)G = Sn ;2)Ki(G)=Ki(Sn)i≤( )2 。
证明 必要性是显然的,只需证充分性。
1)当n=10时,注意到 S10 =28·34·52·7,K1(S10)=30,K2(S10)=21,证明分3步完成。
(a)由 定 理1中n=8时(a)的 证 明 知 G 有 正 规 群 列G≥M>N≥1,使 M/N 为 非 交 换 单 群,且

5·7|M/N|,5不整除 N 。
(b)M/N≅A10。
由(a)知M/N 为非交换单群,又|M/N||S10|,且5·7|M/N|,7为 M/N 的最大素因子,由Atlas表及
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单群的阶知M/N 可能同构于L3 ( )4 、A7、A8、A9、J2 或A10。若M/N≅L3 ( )4 ,A7,A8 或A9,则由5 |L3 ( )4|、

A7 、A8 ,A9 及52 |G|,5不整除 N 知5 G/M 。同(a)的证明知G 中有35阶元,这与K1(G)=30矛

盾,所以M/N 不同构于L3 ( )4 、A7、A8 或A9。若M/N≅J2,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得J2≲
G/C≲AutJ( )2 。若G/C≅J2,则 C =2·3。设C3 为C的Sylow3-子群,则 C3 =3,且C3 特征于C,又C正

规于 G,故 C3 正 规 于 G。从 而 G/CG C( )3 =NG C( )3 /CG C( )3 ≲AutC( )3 。由 于 AutC( )3 =2,所 以

G/CG C( )3 =1或2。若 G/CG C( )3 =1,则CG C( )3 =G。于是C3≤ ( )Z G 。由G/C≅J2 及J2 中有8阶元知

G 中有8阶元,又因为 C3 =3,所以G 中有24阶元,这与K1(G)=30,K2(G)=21矛盾。若 G/CG C( )3 =2,
则当CG C( )3 ⊇C时,G/CG C( )3 ≅G/C/CG C( )3 /C,CG C( )3 /C 为G/C 的指数为2的子群。但G/C≅J2,J2 中无

指数为2的子群,故矛盾。当CG C( )3 不包含C时,CG C( )3 C=G,于是G/C=CG C( )3 C/C≅CG C( )3 C/CG C( )3 ∩
C=CG C( )3 /C。由于G/C≅J2,J2 中有8阶元,所以CG C( )3 中有8阶元,于是CG C( )3 中有24阶元,从而G 中有

24阶元。这与K1(G)=30,K2(G)=21矛盾。综上可得M/N 不同构于J2,所以M/N≅A10。
(c)G≅S10。
若M/N≅A10,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A10≲G/C≲S10。若G/C≅A10,则 C =2,G 中

有42阶元,这与K1(G)=30矛盾,故G/C≅S10。比较阶有C=1,故G≅S10。
2)当n=15时,注意到 S15 =211·36·53·72·11·13,K1(S15)=105,K2(S15)=84,证明分3步完成。
(a)同定理1中n=8时(a)的证明知 G 有正规群列G≥M>N≥1,使 M/N 为非交换单群,且11·

13|M/N|。
(b)M/N≅A15。
由(a)知M/N 为非交换单群,又 M/N S15 ,且11·13 M/N ,13为M/N 的最大素因子,由Atlas表

及单群的阶知M/N 可能同构于A13,A14或A15。若 M/N≅A13,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得

A13≲G/C≲S13。若G/C≅A13,则 C =22·3·5·7。设令C7 为C 的Sylow7-子群,则 C7 =7。由Frattini
论断有G=NG C( )7 C,且13‖ G ,所以13‖ NG C( )7 ,于是NG C( )7 中有子群K=C7L,且 L =13。由C7 正

规于K,L正规于K,故K=C7×L,所以K 中有91阶元,G 中有91阶元,这与K1(G)=105,K2(G)=84矛盾。
若G/C≅S13,则 C =2·3·5·7。于是G 中存在子群K,使得K/C≅P13,P13为S13的Sylow13-子群。由C可

解,P13可解,知K 可解,且 K =2·3·5·7·13。从而K 中有5·7·13阶 Hall-子群 H,由文献[15]知 H 为

455阶循环群,从而 H 中有455阶元,K 中有455阶元,G 中有455阶元。这与K1(G)=105矛盾,所以 M/N 不

同构于A13。若M/N≅A14,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A14≲G/C≲S14。若G/C≅A14,则
C =2·3·5。由C可解,故C中存在3·5阶Hall-子群K,且 K =15,K 特征于C。又C正规于G,故K 正

规于G。从而G/CG ( )K =NG ( )K /CG ( )K ≲Aut( )K 。由于 Aut( )K =8,故13∈πCG ( )( )K ,所以CG ( )K 中

有13·15=195阶元,从而G 中有195阶元,这与K1(G)=105矛盾。若G/C≅S14,则 C =3·5。同上可知G
中有13·15=195阶元,这与K1(G)=105矛盾,所以M/N 不同构于A14。综上可得M/N≅A15。

(c)G≅S15。
若M/N≅A15,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A15≲G/C≲S15。若G/C≅A15,则 C =2,G 中

有210阶元。这与K1(G)=105矛盾,故G/C≅S15,比较阶有C=1,故G≅S15。 证毕

定理3 设G 为群,S12为对称群,则G≅S12当且仅当:1) G = S12 ;2)Ki(G)=Ki(S12)i≤( )3 。
证明 必要性是显然的,只需证充分性。
当n=12时,注意到 S12 =210·35·52·7·11,K1(S12)=60,K2(S12)=42,K3(S12)=35,证明分3步完成。
(a)同定理1中n=8时(a)的证明知 G 有正规群列G≥M>N≥1,使 M/N 为非交换单群,且7·

11|M/N|。
(b)M/N≅A12。
由(a)知M/N 为非交换单群,|M/N||S12|,且7·11|M/N|,11为M/N 的最大素因子,由Atlas表及单群的

阶知M/N 可能同构于M22、A11或A12。若 M/N≅M22,则由引理2知,在G中存在正规子群C,使得 M22≲G/C≲
AutM( )22 。比较阶有|C|=23·33·5或22·33·5。令C5 为C的Sylow5-子群,则|C5|=5,由Frattini论断有G=
NG C( )5 C,且11‖|G|,所以11 |NG C( )5 |,于是NG C( )5 中有子群K=C5L,|L|=11。由C5 正规于K,L正规于

K,故K=C5×L,所以K 中有55阶元,G 中有55阶元,这与K1(G)=60,K2(G)=42矛盾,所以 M/N 不同构于

M22。若M/N≅A11,则由引理2知,在G中存在正规子群C,使得A11≲G/C≲S11。比较阶有|C|=23·3或22·3。
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显然35∉πe ( )CπeS( )11 。但由引理1知K3(G)=35∈πe ( )G ⊆πe ( )Cπe S( )11 ,故矛盾。所以M/N 不同构于A11。综

上可得M/N≅A12。
(c)G≅S12。
若M/N≅A12,则由引理2知,在G 中存在正规子群C,使得A12≲G/C≲S12。若G/C≅A12,则|C|=2,G 中

有70阶元。这与K1(G)=60矛盾,故G/C≅S12,比较阶有C=1,故G≅S12。 证毕
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ANewCharacterizationoftheSymmetricGroupsSn(n≤15)

GAOYan-wei1,CAOHong-ping2

(1.ThePersonnelDepartment,XinyangNormalUniversity,XinyangHenan464000;

2.SchoolofMathematicsandStatistics,SouthwestUniversity,Chongqing400715,China)

Abstract:First,inthispaper,wegettheorderofSn(n≤15),thelargestelementorderk1(Sn),thesecondlargestelementorderk2(Sn),

andthethirdlargestelementorderk3(Sn)bycalculation.Second,usingtheclassificationtheoremoffinitesimplegroups,weprovethatSn

(n=1,2…,9,11,13,14)canbecharacterizedby|Sn|andk1(Sn),namely,afinitegroupGisisomorphictoSnifandonlyif|G|=|Sn|
andk1(G)=k1(Sn).Finally,weprovethatSn(n=10,12,15)anbecharacterizedby|Sn|andk1(Sn),k2(Sn),k3(Sn),thatis,afinite
groupGisisomorphictoSnifandonlyif|G|=|Sn|andk1(G)=k1(Sn),k2(G)=k2(Sn),k3(G)=k3(Sn)。
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